LA SCIENZA DEL 
CALCOLO OPERA 

DEL SIC AB. 
PIETRO 

FRANCHINI... 

Pietro Franchini 




Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



LA SCIENZA 

DEL CALCOLO 



OPERA 

DEL S1G. AB. PIETRO FRANCHINI 




LIVORNO 

D*t TORCHJ HI ASSUNTO BARBINI H 



Digilized by Google 



CALCOLO ALGEBRICO 

libro n, 

APPLICAZIONI DELL'ALGEBRA ELEMENTARE. 
AUSILIARI DELL'ANALISI ALGEBRICA. 

PARTE I. 

APPLICAZIONI METAFISICHE 



SEZIONE r. 
Saggio sul prezzo delle cose mercataòìli (*). 



j. 176. Due sono i probi, metafisici, en* 
trambi di straordinaria difficoltà ed importan- 
tissimi, nella cui discussione qualche moderno 
giureconsulto si è con magnanimo ardimento 
segnalato; Determinare gli elementi che costì^ 
pascono il prezzo delle cose mercatabili: asse- 
gnare una forinola, capace di esprimerne tutte 
le possibili variazioni. '""« 



di Ondo: Omnt tutti puòctam qui wti- 
giuil «riti iti dotti per modificare io alt» : 
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rio di S^Si ride e'SJSfa mStóro 
dell'atta indagine, hanno preteso di strappare 
con franca mano il velo che la ricuopre, e 
come se il vestire di simboliche forme un si- 
stema di raziocini fosse lo stesso che algebri- 
camente dimostrare, non si sono astenuti dal 
pubblicare la supposta loro soluzione: effimero 
e non atteso ornamento della moderna pub- 
blica economia. 

Proponendoci di analizzare i ragionamenti 
a tale oggetto istituiti, e di risalire ai primi 
principi «ella questione, abbiamo in mira di 
prevenire gli equivoci de' giovani matematici, 
'e d'ispirar loro una prudente diffidenza d'ogni 
mai preparata applicazione della severa Geo- 
metria (-)'. 

§. 177. Prezzo di una cosa è il rapporto del 
suo pregio a quello di una certa quantità d' ar- 

' tàks> 
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Una libbra di cotone costi , prezzo 
medio, una libbra di argento lire 72 cioè ja 
parti di se, ciascuna di grani 96. li prezzi! 
medio del cotone è j /t» — '(■* (li quello dell' ar- 
gento, cioè 24 libbre di cotone equivalgono ad 
una libbra di argento. L'anzidetto prezzo si 
cangia in ■/■» ( = 2X"A* ), tanto se si raddoppia 
il pregio relativo del cotone , onde valga 6 tire 
la libbra, quanto se divenga suddupio il pre- 
gio relativo dell' argento. Si verifica per es. il i.° 
caso quando la quantità del cotone in com- 
mercio si riduce alla metà di quella che cor- 
rispondeva al prezzo medio , e ciò può essere 
un effetto di scarsa raccolta , oVVero del mo- 
nopolio, se il n. D de' venditori è ristretto. Suc- 
cede presso a poco il 2.™ caso, allorché si rad- 
doppia la quantità dell' argento monetato cir- 
colante nel traffico mercantile (*). 

Il prezzo varia pertanto in ragione dirètta 
del pregio della merce, ed in ragione inversa 
di quello della moneta. Se non vogliasi aver 
riguardo ad un lungo successivo tratto di tem- 

Zncfis f Ragionalo, rotta mortela ) ed inculcata da Newton nella cele- 

univeTtalmeilli: cono.oiul.. , ,■ 110:1 -ul:o|.o>l:; i'. uu lunilato rum;: ■■ a 
sr:m!jil[ > j, ''Izi :.:] i ■ di i vi: fili- manca no ..li' oro , ,- ino! To' oi J a 
alla ili o ri L 1 j nazioni i . quaL' L' pur rv [1 -alloco usila v, r . 

Einia , il Cacao nel Messico, l.i Oiiu:lii s Lis wjr/s lidi' Indie , il tate 
■atf AkiKtak, il a.' degli armenti =1 Capo di Buona Speraci. , il 
ferro in a Un ni j,:ir..i ,-.11' ,1 :Fi i/.n. . il |.c,cr ina nel icrlciilrio-n; ri:. 
(*) /pralli 'i sono a::.ui s! „„ „l .,„-„!,u r ìo dapo la icoptrl* iiWAmc- 
ró-i, ,.,! 1. vsM.iU V ,:■ , . ,■ f ,.jv.lf, .ira,, rWi^lirafi BiJ.ii 

Due poTsnli cagioni hanno hm|„.,'im un ulEeriore alzamento de 1 preffli : 
l'anni.!; Irasp.i.lo „]■,■ I.,.Ik- ,:l alla Clima , di una terM l'Irlo in cir- 
ra aVp,™.[ menili Americani, e 1' aumento del lui» che lu dif 
/uso il denaro in una tftia, molla piil ampia. 
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po, si può prescindere dalle Variazioni del 
pregio monetario. In tale ipot. un illustre Au- 
tore ha opinato che il prezzo , o pregiò spe* 
fcificodiuna merce, stia in ra'gione diretta del 
bisogno che gli uomini hanno di essa, e neflà 
ragione inversa della sua quantità, onde ab- 
biasi /?= %. Questa forinola quantunque appro 

vate da' chiarissimi Geometri, Gregorio Fona- 
toria, Lorenzo Mascheroni ed altri, costante- 
mente ci si presenta sotto l'aspetto di un 
simbolo insignificante e fallace: insigriiiìcanlo. 
perchè manca una determinata unità con cui 
misurare i variabili e moltiplici bisogni fisici 
e morali dell' umana cupidigia : fallace , perchè 
sostituendo 2 q per q il prezzo p non si can- 
gia in •/. p ma cade fra p ed ■/■ p- La ragione 
si è , che diminuendosi il prezzo, cresce il con- 
sumo rappresentato dal bisogno. Gli uomini , 
eccettuati 1 generi di prima necessità, spendono 
all' incirca la stessa somma annua, e consumano 
una data mercanzia in ragione del suo prezzo. 
Per introdurre nella formola p~ iiln.' n 

de* compratori, dicasi (3 il loro bisogno medio, 
ed al bisogno collettivo Ò si potrà sostituire /3 n 
onde si abbia p = ÈJL.. Anche questa perù è 
è assolutamente inetta , perchè il n.* de' com- 
pratori medj non può appurarsi, manca una 
eostante misura di (3 , e s'ignora, o per me- 
glio dire non esiste, una legge che moderi la 
reciproca influenza delle variabili 0,q. Si sa 
unicamente che tale influenza è diversa secon- 
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do i tempi, gli usi, il genio delle nazioni, fé 
qualità della merce , ec. 

1 i J8. Il Prof. Canard ( Princ. d'écoHL 
polit. ouvr. couronné" par l'Institut de Franca 
Paris 1801 ) è partito da principi falsi, ed ha 
proposte alcune forinole , clie se non dovessero 
rigettarsi come erronee, meriterebbero di esser 
trascurate come inutili. , 

Sieno ò,n, il bisogno ed il n.° de' vendito- 
ri; B,N, il bisogno ed il n.° de' compratori: 
dicasi latitudine / la differenza fra ì prezzi 
massimo e minimo: capacità c la quantità 
del lavoro essenziale ad un dato ramo di ma^ 
Rifattura, C la quantità dei consumo per parto 
del compratore , s il salario indispensabile per 
indennizzare la manifattura conveniente alla 
merce, salario equivalente al minimo prezzo della 
medesima. È chiaro , dice Canard, che la par- 
te x della latitudine l pagata dal compratore 
cresce come BN; che in ragione di btt sta 
l'aumento dell'altra l—-x. 
Dunquein^=£iV (l-x) e però x=Jt^L 

In seguito egli rappresenta per £. , , 
la respettiva forza del venditore e del compra- 
tore , e siccome dee stare 

x : l—x : : — : -J?.~. , ne deduce 
bit Blf 
BNcl , . . BNcl 
.v — — .... fi), e p=s-\- —s- . 

Noi osserviamo i.° esser falsa la massima 
( Op. cit. p, 3o) che il venditore pesi la de- 
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terminazione del compratore e Vicev. L' nomò, 
come avverte anche un c li ia rissimo Autore 
anonimo ( Operette concer. la pubbl. econ. Bo- 
logna i8t5.) è simulatore e dissimulatore per 
eccellenza , ed in occasione di compra e vendita 
1' arte di fingere suol portarsi al sommo grado. 

2. ° Che le porzioni x, l—x, lungi dal cor- 
rispondere ai n.' BN, èn, sono anzi propor- 
zionali alla respetti va accortezza ed. astuzia del 
venditore e del compratore. 

3. " Che nel calcolo di Canard sì suppone 
cognito il prezzo medio, unico e difficile sog- 
getti, della questione. 

4. ° Che il compratore modifica la sua offer- 
ta in ragione del suo bisogno, della quanti- 
tà della merce vendibile, della concorrenza 
de' venditori, ec. non mai a tenore del lavoro 
essenziale alla merce. 

Quindi è che certe manifatture molto diffi- 
cili in alcune circostanze si vendono con di- 
scapito. 

5. " Che la forza del compratore non segue 
altrimenti la ragione diretta della sua capacita Ci 

Sia / il medio consumo di un individuo, ed 
ammessa , come vuoisi da Canard, Y egua- 
glianza c=C(= /) pongasi ^=2,'', e per como- 
do s : istituisca l' ipotesi non ripugnante, espres- 
sa per bn=BN. La forinola (1) dà jf=i. . Si 
passi a supporre c—2, 3 100, e calcolan- 
do a: si avrà 



2" 2 1 '- 2"' 2 1 " - 
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r&J ultimo valore moltiplicato per ioo, giac- 
ché la provvista del compratore è centupla 
della media, dà presso a pòco 2^-pel guada- 
gno del venditore: guadagno equivalènte a 
quello eh' egli ritrarrebbe da due compratori 
medj , e la cui eccessiva tenuità viene giornal- 
mente comprovata dall'esperienza. 

Un librajo di prim' ordine rilascia i libri al 
compratore --venditore -, acquirente di grandi 
partite, col ribasso del 3o per 100 su i prezai 
del catalogo: non concede che il io nelle ven- 
dite a minuto. Il compratore-venditore esitan- 
do per 90 lire di libri ne guadagna 20, il che, 
presso a poco, equivale al 22 per 100. Par- 
tendo da questo ciato sperimentale , che all' in- 
circa si verifica ne'diversi rami della merca- 
tura , si vede che quando la capacità C diven- 
ta un multiplo m C della capacità media , le 
si dee sostituire ( 1 , 225 )C non mC. 

§. 170. Un immediato effetto d'ogni grave 
imposizione diretta ( sul frutto de' fondi ) o in- 
diretta (sulla consumazione delle derrate) si 
è quello di diminuire la concorrenza de' com- 
pratori: tal diminuzione obbliga i venditori 
principali a contentarsi di una minore latitu- 
dine: i venditori subalterni, il cui profitto è 
successivamente minore s risentono un danno 
proporzionale : quelli dell' infima classe , astret- 
ti a rilasciare la merce quasi al prezzo asso- 
luto, abbandonano lo sterile ramo della loro 
industria ; da ciò risulta diminuzione di con- 
correnza tra' venditori ; quindi aumento di 
prezzo e l'equilibrio economico-politico, dopo 
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lente e difficili fluttuazioni , si stabilisce. Allo- 
ra, e non prima, il pagamento della tassa 
egualmente si divide fra il compratore ed\ il 
venditore: il respettivo prezzo delle derrate 
subisce dunque un aumento corrispondente. 

SEZIONE H. 

Teoria del baratto mercantile. 



J. 180 Oia q la quantità della merce m, il 
cui prezzo medio in contanti è p^-m'una 2." 
merce, p' il suo prezzo, e la quantità q di m , 
equivalente &q sarà data dall'eq. pq=p'q'... (a). 

Ordinariamente però nel baratto si accresce 
il prezzo , e se l'aumento di p si suppone = a, 
quello di p' dee soddisfare all'eq. (a) che si 
cangia in 

(p+a) 7 =0"+a'),'... (A) 

Il sistema (a) , (d) risolve il seg : Dati i 
prezzi p,p', una delle quantità q,q' ed uno 
degli aumenti e, a , determinare gli elementi 
ignoti : probi, che ne abbraccia quattro , la cui 
respettiva soluzione si ha dai sistemi 




La 2.» di ciascuno mostra che gli aumenti 
stanno come i prezzi, e somministra 
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p'.p-^-a: ip' '.p'A-a , cioè la proporzione , da 
cai Fra Luca e Tartaglia partirono [ii'.lJ-' ari- 
tmetica- soluzione tic loro probi. Si è dovuto 
prescindere dalla simultanea cognizione di q,q' 
e di a, a', perchè il probi, resta indeterminato. 

i 181 Se il mercante j|f baratta la quantità 
q della merce m contro q' di tri più q" di /»", 
l' eq.' fondamentali sono 

pq=p'q'+p'q' , (p+a)q=(p'+ a ')q'+ (j>"+a' , )q" 

e risolvono il probi, qualora si conoscano due 
quantità e due aumenti. In simili circostanze 
perù si assume un rapporto ausiliare & : 1 fra 
1 prezzi collettivi in baratto, 
?'(/>' + *') ; ?"G>"+«'0> e si adotta per conse- 
guenza il sistema 



(j>^a)q=(p'+a-)q-\-(p"+ a >')q'' ... (ff) 
A^'+aWV'+O \ , ■■, 

per cui si risolve il seg. Data una delle quan- 
tità q ,q' ,q r e due degli aumenti a , a'',j/' v 
o viceversa , determinare i tre elementi ignoti: 
Avendosi per es.° d ed a" la 1.* delle (B) dà 

q"~ L ipq—p'q') : la 3.» diviene ' 



V (p'+a') = _L (j>q~pq') 0"+ «") ; 



pq=p'q'->rp"q" 




....(,) 



...,(*) 
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Sostituite le prec. espressioni di q e q" nella 
a* eq. si ottiene 

. , ff _ p(p'+"') (£± £) , W+»>"+Q 

r ^ W4<04pV4-«") V(p'À-*')+p'(p , '+<>"y 

y ro'40 cp"+op4*)- wwyva ■ 

VV4«'>rpV'4«'') 
e qualora convengasi del valore da darsi ad 
una delle quantità q , q ' , q" si hanno le al- 
tre mediante l'eq.' (i) , (2) 

§. 182 Se le merci contrapposte ad m sieno 
pi' , m" , ni" , si assume una 2." eq. di rapporto 

A?'0»'-Hi>=?'"0»'"+o"') 
e la- soluzione del probi, dipende dal sistema 



f(P 4-3=9' &>' 4«'J4 9 "ù>"4«"J4?"V4V". 



*,V4«')=?"0''4-"> l 
»,'Cp'4™>=¥"'fr'"4»"'J 1 
che determina quattro degli elementi a , d , «" , 
a'" ;q,q',q", q" , purché questi non sieno 
nè t primi né gli ultimi quattro. Per fare un' 
applicazione analoga a quella dell' ea.* superio- 
re abbiansì a , a" , a."' e vogliasi a. 
L'eq.' 3.' , 4.* danno 





,"+„" ' » p"'+a" 



Dalla,.. , = i'{, + [V'W1(p'+»ì}- 
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la 2." , soppresso il fattore (f si cangia in 
e si riduce a 

,ì, ^4.x__t V h P" Ì i g! I V I j 

Quindi 



Quesito. La merce m è lana il cui prezzo 
per ogni 100 libbre è p—ia. 1 ', e si vuol ba- 
rattare contro pepe, cannella e garofani. Il 

prezzo del pepe in contanti è p =3A U ' la lib - 

della cannella p" —^y 1 

de 1 garofani p'"^3^- ; 

e supposti gli aumenti respettivi a =4"-, a"=S ,i -, 
fl /'_giL s j vogliono tali quantità <j , <j' , q'" 
delle rispettive merci m , m" , m " , che sia 

c s : * : 2 (pm : 3 f+<ì-< : 56 : ,6 9 ■ 

? |>'-ho);2(p"-|-a''):: 7^ <o. 

Si domanda qtial dev'essere ! anniento « 
onde il baratto sia giusto. 

Risp." Sostituiscasi h= |_ ed A= Lnejla for- 
inola (3) e si avrà 

ia (4- 53. 4°.+ *k 8- iS- 4° 4- «- »8,53) 
24. 53. 4o + V.. 45.-jB4o+> 34. 18. 53 

_ 3 (4. sa. 4q + j8. 40+ 3. ia 53 = 5^716 _ 3 ,, 

6. 53. 40. + 3o. 7. 4»+'7' ?■ 53 — 37417 ~ ' 
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§. i83 Quando il mercante M dà in barat- 
to le merci m , in' , ed il mercante M le merci 
m" ,m" ,si fa uso del sistema 



P9 *pY=p'V'+p"Y" 

hq'(p'-*a r )=<]"'(p'"-f a" 1 ) 




§. 184 II baratto diventa parziale se imo 
de' mercanti esige , p se esigono entrambi una 
porzione in contanti del prezzo reciprocamente 
convenuto. 

Probi. Il mercante M esige in contanti la 
porzione g (< 1 ) del prezzo convenuto p-^-a, 

F<r una certa misura nella mence m. Qual è 
aumento a dovuto al prezzo p' della merce 
m' esibitagli in cambio. Soluz. Se i prezzi si 
regolassero come in una vendita a contanti 
sarebbe • ■ 

p^g{p+a)+p'q': , 

trattandosi di baratto , il prezzo p sì cangia 
in p-\~a , p' in p +a' ; resta invariata 1' espres- 
sione gCp+m) perchè rappresenta denaro ef- 
fettivo, si ha 

e la soluzione vien data dal sistema 




Digitized by Googl 



i5 

Per esso , conoscendo p , p' e g, ai calcola- 
no due degli elementi a , a' , q , q' , eccettuati 
gli ultimi due , 1° ignoranza de' quali rende il 
probi, indeterminato. Si trova per es.° 

Se sia ignota la frazione g si ricava uno 
degli elementi a , a, q, q' dall' eq. aq=dq'. 

Es.° La merce m è panno, la quantità q è 
68 braccia, il prezzo p del braccio è 5,"-, l'au- 
mento a = !.''■; la merce m' è lana, il suo 
prezzo p è di 1 7. 1L il cento , e però ciascuna 
unità di q esprime centinaia. Posto che il mer- 
cante M, possessore del panno, voglia in con- 
tanti -h def prezzo convenuto , cioè di 68 (5+ 1 ) 
si cerca l' aumento a' che il mercante M' 
possessore della lana dee dare alla sua merce, 
e la quantità che dee consegnarne. 

Gli elementi ignoti essendo a , q , si ha la 
soluzione dal sistema {e') che mediante la so- 
stituzione di •/» per g dà 

?'=■/» [5.68-7.68(5-1- i)>«fl.— «, a '=h^=£' % 

II mercante M 1 dee dunque darne 1200 lib- 
bre a 22. u ' e *è il cento , e dee sborsare 
* 68 (5+i) 1L = i36> Infatti 
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1 85. Se il mercante che pretende in contan- 
ti la porzione g del prezzo convenuto in ba- 
ratto sia M', si ha 




sistema, per cui, conoscendo e e due degli 
elementi «.(t,?,? .eccettuati gli ultimi che fa- 
sciano il probi, indeterminato , si appurano 
gli altri. 

* 186. Probi. U mercante Wvnol barattare 
la merce ire con le merci ni , ire" del mercante 
M' , esige in contanti la somma di £ {p~\-a\ 
lire , e delle merci ni , ni' tali quantità r/' , t/' , 
che sìa k</'(p'~^')=f(p''-)rq' ] ).§olu.z. Bt - 

A tenore del §. 1 84 l' eq.*- del probi, sono; 
W=wj£p+<*Hp' i'+p"i" 1 
< fr+-)=wù' -W-W'+»')+?''(p"V')J . . . . (G) 

Suppongasi stabilito per es.°- il valore di 
9 ,g ,A- , « , a' e vogliasi quello di a ,q , q'\ 

La differenza delle due prime eq.'- del sin 
sterna (G) dà 

: la 3.'- diviene 

o7v/(/j'-}-o')==(<iy^o'y')0 , ''+ a '') :dun< I tte 
„'= a 'f(p"+ a ") c "— ^0'+°') 
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SÌ pongano quest'espressioni nell'eq. i. 1 e 

gì avrà 

quindi «, poi y e tj". 

Le tre pree. si rendono più semplici quan- 
do (/'=?", poiché risulta k(p'-\-a')=p"-f-a" e 
però 

*W>^«^ 

Dati cinque degli elementi a/t',a", <(,</', fj" ,k,e 
trovare gli altri tre, purché non sieno q,q',(J , 
i un probi, generale solubile col sistema (G). 

* §. 187. Supponendo che il mercante IH' 
oifra in baratto le merci m',m'\m'", e che k 
quantità (j" di W" debba soddisfare ad 

^'(/+«')^7"'C^"+«") 
si risolve un probi, analogo mediante 0 si- 
stema 

W-«0=*'V'-^'' *■■■<*> 
;>,'( f >w)=f"'(p"'-"''">l 
Può anche supporsì che i due mercanti voglia- 
no in contanti le respettive porzioni g,g del 
valsente convenzionale dovuto per la ispetti- 
va merce m,m' data in, baratto, ed in tal caso 
si ha 

Tom. II. i 
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sistema che determina due elementi che non 
sieno (/, (/'. 

* 188. Probi. Si dimanda una forinola per 
cui m ogni particolare baratto , si determini 
U resnettivo guadagno ed il discapito de' traf- 
ficanti. Soluz. Il guadagno G di M' equivale 
tilla. differenza positiva 

P<l-lp'<f-\-gq{j>+a)\ 
fra il capitale che riceve e quello che dà. 
Tolta l'eq. G=pq-\_p' q'-\-g<i{p~\-a)] . . . (t) 
dalla s. m del sistema {jf) si ottiene q'=f"JÌ~~ ; 
u sostituita questa espressione in quella di G si ha 

*\p<l~g(p*~<<)<i~]->'f<l ( p'*-"'-p')[F 1-~s Cp*-^}-y! C'l 

ossia tespy^o^o) -•^^[p*-«- e C / H-o>]»'----C*> 
Questo è il guadagno di M' e corrisponde 
al suo capitale p'rf J rg<l(p- ! td) , che in virtù 
dell' eq. (Z) equivale a 

Dunque chiamando G' ìi guadagno corri- 
spondente a 100 Ure sta 

gq(p-j-a}+- ^-lp+ a -g(p^-aM^ P g-'G)iioo 
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Soppresso il fattore q negli antecedenti, fat- 
ta la moltiplicazione de'medeskni per p'-f-a' e 
poi la riduzione, ottiensi 

(p'+ag)(p+a):noo: :p(p'+a)-(p'+ag)(f>-<ra)iG' 

e però G' ~l™ te'P~ a P'-»f&+ a )ì ; 

formola che quando è <:o dà il discapito D' 
del mercante M' e si cangia in 

Per aver la formola analoga relativa al mer- 
cante M, si osservi che il guadagno & di M ' 
è discapito di M, che il capitale di JH è 
P9~ SliP.^^) ' e & vedrà che indicando peri) 
il discapito di M in 100 lire, sussiste la pro- 
porzione 

da cui 

tp-efrWJ *'+•') 
formola che quando è <o rappresentaci gua- 
dagno di Mmvxp; cioè . 

fa "»K°p , -y)(i+g )+» g(f '+"')] Dun( , 

G = ^ ■ oo[ Qy - »»( i +g) +°gfr '+«') ] 
D - [«S-M-ri &■'+«') 
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dove il segno — si riferisce alla respettiva let- 
tera inferiore D, D'. 

. Per adattarle al baratto semplice basta farvi 
g=o e si ha 

G__ ioo(ffp'~ a'p) G' ioo(a'p— <ap') 

Sia per es.° 7=75 braccia di panno, p~5 l> - , 
a— i u -, q lana valutata a centinaia dì libbre, 
p —20 1 '- prezzo di i oo libbre , ed in vece di 
lare 7'= 1 S CBOt ^ ^ ed a'— \ lL , come vien sugge- 
rito dal sistema I del §. 180, pongasi a' =5. 
La (orinola (M) dà subitoli guadagno totale 

G(=- w - ? vÌ£±Ì)=5. 7 5-^6=,5- 

, r*t 100(25 — 2o) lOO ,1: 1 

eperòG = — i — —J=ì^= 4 lL _ per 100. 

* 189. Probi. Gli aumenti a', a', essendo 
stati proposti dal mercante M ', ed il resto es- 
sendo comi; nel §. 187. si vuol sapere se-ìl ba- 
ratto porti vantaggio o discapito per ciascu- 
na del» parti, ed a quanto per 100 V uno e 
l'altro rivenga. Soluz. L'eq.' sono le (G) del 
J. 186 , purché nella i. a si pon^a pq—G per pq, 
ed eliminandone q e q" si ottiene 
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Siccome questo guadagno corrisponde al ca- 

s(j>+->ì-pV+p , V'=p<ì-o= 

si ha 

Nello stesso modo si rintracciano le formo- 
kdi G, i>, G', jD', se le merci sieno m,m',m',m"', 
ma i risultamenti divengono sempre più com- 
plicati 

* g. 190. Cerchiamo la forinola del guada- 
gno e dei discapito nelP ipot. che ciascun mer- 
cante dia in baratto una sola merce , che il 1 .* 
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voglia in contanti la porzione g(p-\-a) ed il 2.* 
la porzione #'(/>' + «'). 

L'eq. 1 del probi, sono le (J) del §. 187. pur- 
ché al i.° membro della 1.* si aggiunga il gua- 
dagno G , cioè si lia 

ff?(p-+-«)+y'(>'+«')==^'yV'+«')-h?(>+ a )- 
La 2/ —lai.' dà gfej*£g£ t Mediante questa 
espressione si trae dalla 1.' 

Il capitale del 2. 0 mercante essendo . 
&JÌ.P+"*) ■ t -p'9-§Y(p'+- tO (~~pq-G) 
ossia * 
CT (^)+ -f?^^<-^(pW)5 riralla 

La forinola analoga esprimente il guadagno 
o il discapito del 1 ."marcante , il cui capitale è 

W+g''?'(p'+«'>6?0'+aJ=b'-gO»+fl)>4-g , (p'+o'J C+ 1 , ? 

JlZÉi±^r^Sl si trova sotto k seg. 
forma 
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J?atr gli aumenti a,d -e la frazione g, qua! 
dev'essere il valore di s" perchè il mercan- 
te guadagni G per 100? 
La forinola prec. dà 

^T^'* °>-V— 'lp-e0»- -) 1 

Sia per es.° m panno, un traccio del quale 
valga ^=5 li -, sia a=3 u - , £■="/*, m lana glie 
Valga p'^iZF- il cento, aWS G=5. Kisutta 

._. o,o5(i54-'/ < .2)(5-i-5)-H5..i5^g(5-"it.8) 

ff [ 0lD 5C5t|-iH-JjC.8-K) ~* 

o,o5.g;.4->- 3o-6_ _ 0,00 x 1 08+- 35 „ 1 92 

(o,oSx8+3)i5 „, o5x Ss 
Dunque il mercante che dà lana dee chie- 
dere in ffinfanH '9° y t^'i-— 1 1 "- . 

* §. 191. Stabiliti gii elementi q,q',a„a di 
un baratto semplice, uno de' marcanti, 'per es.* 
M' , chiede la dilazione del tempo f'alla con- 
segna della sua merce. Si dimanda il' aumento 
dovuto ad p per compensare il discapito deri- 
vante dalla dilazione. Tal-baratto dicesi coni- 
li discapito d del mercante M è in ragione 
composta della quantità q della merce m , del 
suo prezzo effettivo e dell'attuale vendibilità 
della merce stessa. L'elemento -d non si può 
dunque determinare che per approssimazione 



Digilized by Google 



24 

e di comune consenso. In tale ipot. l'eq.' del 
probi. Bono 

pq=p'q, Ofte)p(p'-NV+^ 

e danno a=tl±£ 

È inutile supporre che anche il mercante M 
chiegga la dilazione del tempo t, perchè se 
i=t-\~v , le condizioni del baratto non si alte- 
rano adottando la sola dilazione v a favore del 
mercante M' . 

La valutazione dell'elemento d è la stessa 
qualora il baratto sia parziale. 

Supponendo m, m egualmente vendibili, spa- 
risce ogn' incertezza nel calcolo dell'elei in-nt.i ti. 

*%. 192. Probi. Il mercante M esibisce in ba- 
ratto la quantità q della merce m al prezzo au- 
mentato p-\-a: il mercante M' gli promette in 
contraccambio al termine del tempo; una tale 
quantità q della merce tri , al prezzo aumenta- 
to p'~j-a , eduna tal porzione g del capitale 
<){p J ra) in contanti, erte ne tragga un profitto 
eguale a G per 100 sopra pq. 
Supposti noti pf>',a,a\q,G si cerca q e g. Sofuz."* 
Siccome il capitale pq in forza del guadagno 
pattuito diviene pq(i-\-—) t l'eq.' del probi. 



sono: 



gqip+ayhf'ip'-ìra'^ip+a). 



I 
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Quindi 

Sia m panno, p~t\ scudi , prezzo di un brao 
ciò , 7=25 bt -, a =!."■, tri lana, p'=\o scudi il 
cento, «'^^jG^io, e ai avrà 

1-/^.4)25^^^. g _ [34-i.io-t- $.-i,tf+io)]ri . 

3 jS 3(4+^9 

Dunque la somma in contanti richiesta dal 
mercante M' è gq(p-{-a)=^.. 5.s5 = 6o**-. 

Può vedersi una Mem. a del P. Cassali nel to- 
mo XVI. della Soc. Ital. 

SEZIONE in. 

Teoria dell' Interesse. 



$. ii)3. !Sia c un capitale fruttifero , r l'ad- 
una rendita che ne proviene, i l'interesse annuo 
di una lira. Siccome \:ì::c:ci si ha r=ci ....(a). 
Al termine del ì .* anno il Capitale a diviene 

• e+d=c(*+i) ; 

Al termine del 2* . c(i+ì) +c(j+i) i^di+iY , 
del 3.» . c(i+iy +<!+;)• i=c(i+i> , 
■ del V ■ c(i+0" +c{i+ij . 
ed al termine del tempo ( 

i -k)'-'-k i -HY'fM 1 +o( 1 -N'y-==<i +/> 
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La forinola cfi+O* dicesi montante del ca- 
pitale c al termine elei tempo ( : Quindi 

M(monV')=c{i+i)' .... (è) 

La derivazione di questa forinola si rende 
rigorosa dimostrando eh' ella non può esser vera 
Dell' ipot. di t=t, , valore dato, senza che si ve- 
rifichi quando è ;*=I/-}-i ; ed a tal eflètto basta 
osservare che la t'orinola 

<i+/>-'+c(i-H>-'* ossia c(i-W)''' 

corrispondente al tempo / , si cangia in 

cfl-HT -hc(i+i}'' * o ssia 

«(.+.•)(■+'>«('+'>" 

quandoi, diventa t t -\-i. 

Si chiama interesse composto quello in cui 
si suppone fruttifero ogni successivo interesse , 
come si è praticato nella formazione del mon- 
tante di c nel tempo t . Mentre l' interesse com- 
posto cangia nel tempo t, il capitale c in 
(ì-H")' , l'interesse semplice riduce lo stesso 
capitale =cit. 

La forinola (6) risolve quattro classi di probi. 
Ecco un es.° di ciascheduna . 

I. Qual capitale , impiegato al 5 per ioo ad 
interesse composto , produce un fondo di ìooo'' 1 ' 
in j 5 anni ? 
Si ha 

log.c[=log.Af-r log.( /)]=fog.i ooa -i 51og. i ,o5 
=3-15x0,021189=2,683165; 
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e però c=48 ,l,, ) 02 • 

II. la quanto tempo 575 1L formano al 4 per 
100 un fondo 4» 7&£> 1L i3" a*-**? 

t , n\ aì. . lo#- 756,66— log. 5?5 

iL eq- ■■(*) da* ==..^ g -. ;-^ ^ , & ■/ =;anm, 

Se ( debba essere frazionario l'eq.(ft)non ne 
da il valore esatto. In questo caso , siccome l'ot- 
tenuto valore di t pochissimo differisce dal vero, 

se abbiasi t=a-{~ _i si calcoli il montante M, 
del capitale e per *:=</, indi il frutto f del ca- 
pitale M t per l'unità de! tempo*; dicasi 

/: 1 i\M~M;.x e M ^ M . sarà la frazio- 
ne che si deve aggiungere al a. 0 intiero (t . 

ìli. Qual interèsse si richiede perchè §ii in- 
formino in *5 ftiwi un fondo di iooo fi - ? . 
Si ha 

log.(i4-0=(log- 1000— log. 481) : j5=o,o2i 189. 

-Quindi i-f-i'^1,05 ed t=o,o5. (*) 

IV. Si csrqa il montante di .un soldo al 5 
,j«r 100 dahi." anno dell' Era volg. 'sino al 1791. 
Fatto il calcolo a tenore della forinola {ò) si tra- 
eva che la somma richiesta sumera il valore di 
trecento milioni di sfere d'oro , eguali allater- 
;ra. Può consultarsi l'Opera sulle annuita di 
Riccardo Price ( Londra 1792 T. I. p. 207 ) 

f ) E analoga a nùeslo il pobL in ni li cerei 1' annuo aumento di 
una popolaiimc perche in 100 anni divenga doppk. L" eq, è 
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fi. iqA. Chiamando ^ l'annua rendita del 
montante c(i+0* si ha R=c (i+^i... (c) 
forme-teche risolve quattro nuove classi di probi, 
comprese nel seg. probi, generale: 

Dati tre degli elementi c,i,R,t, trovare il 4- e 
Infatti la cit. forinola dà subito c ed R, t 
per mezzo de' logaritmi 

log. R— log.g— log- ' m 

Per determinare i si ponga in (e) successi- 
vamente 

/ = o,o4; ' = o,o5; i =0,06; ec. 
finché si trovino due- consecutivi valori i", , ì„, 
& i , che diano 

jì>c(.+0'^; fl<*(i-Ky.«, : 

facciasi i=i,-}~J; nello sviluppaménto dell' eq. 

si trascurino le potenze di i superiori alla s." , 
il che può farsi senza errore sensibile, perchè 
avendosi f<o,oi risulta *' <o,oooooi , e si fi- 
solva l'eq.' considerando J come incognita. 
Fra poco schiariremo questo metodo. 

$. igS.L'eq.' M=c(i+i)> ,AT=c(>-f'> - 1 
qualora si prendano i logaritmi e si elimini 
log. (1+/) danno 

^log.M-log.c) =Kiog.itf-log;.fc) 
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Quindi log^ ^aClgg^iyìlte 

J ' log*— log* 

Queste forinole respetti va mente risolvono i 
seg. probi. 

ì. Qual è il capitale die lasciato ad interes- 
se pel respettivo tempo (, ( ( , forma insieme eoa 
gì' interessi le respettive sómme M, M, ? . 

II. Se c diventa M nel tempo t che diverrà 
lo stesso capitale nel tempo /, ? 

HI. Dato il tempo f in cui un capitale c di- 
venta M, si cerca il tempo in cui lo stesso ca- 
pitale diverrebbe M, ?. 

Qualora nel probi. II cerchisi cosa diventa 
un capitale c, nel tempo* - enei probi. Ili il 
tempo t t in cui un capitale c si rende—-;!/ , 
si sostituisce c t per c nella 2/dell'ecf.' I ed ope- 
rando come sopra si deduce 

log. ^-^ g-^-' fog- ^+kg- 0 ,) t 
((log, M— log, c) 

log.il/— log .e 

§. 196. Probi. Qua! capitale, i essendo noto, 
compensa la cessione per ( anni consecutivi 
dell'annua rendita /■ esigibile fra un anno? 
Cedendosi un capitale c qual rendita compen- 
sativa p«ò annualmente pretendersi per f anni 
consecutivi ? 



Digitized by Google 



Per quanto tempo dee rilasciarsi un'annua 
rendita r ond'ella compensi un capitale^? 

La cessione pei- / anni consecut ivi dell' annua 
rendita r in compenso di an certo capitale c. a 
quale interesse corrisponde ? 

Per soddisfare con una sola forni ola a) qua- 
druplice quesito prec. proponiamoci la ricerca 
indicata in i.° luogo. Sia ci! capitale richie- 
sto ; c i , c„ , c(i) la respettiva por- 
zione di c che annualmente si esimane col pa- 
gamento della sommar. È chiaro chi: ne' suc- 
cessivi anni , i .° , 2." , 3.° , ec. t.* Ama si ha 
1.° . . . , r=c 

3.' ^..M'-c.-cy. 

t.*» m '- ■ ■ . r=-C(ij-J-(c— c~ c ir .~- C(nj )*, 
Quindi c— t— ci, 

Dunque e J=c,-t-^ y/ . . . +c(±>— 

(r*0K'+'y +(,+/)■ +(.+<? «*MKWj 

=C=2'[(,+0' -.](•) 

(•) Mtlripoi. dell' imeresK ttmplire il Frullo di c liti *^['^ 
i^Vy^ti^ Ir'd'^màmjd ^WJ°> * l'.'ì.diB *° 1 termine 
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Si 

Quindi ^ ^r'I -t-CO 

e perchè o(i+0' ='[0+Q' ->] J à 

(r— cO('-W)' ^ ossia ('+0' 
risulta ,_ Iog.---log.(r-a) 

$. 157 Posto r=i la i« delle tre forinole 
prec. si riduce a 

Trovato 'c si ha c='cr-, e facendo nella stessa 
formola (3)'/= i,2,3,ec. si ottiene 

c = l—,c=—-± L_,c=J i- 1 -i- , 1 , ec. 

S indichi (montante di i u ' in un anno) 
per A e si avrà 

forinola non dimostrata da Mbivre e della 
quale profitteremo. II capitale c si può dun- 
que riguardare «come composto di t capitali 
parziali -I , ' , . . i. , che alla respettiva sca- 
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(lenza' di 1, 2,ec. ( anni , formano tatti il mon- 
tante di («-Difetto il montante c, (i-J-*)-' del 
capitale c = i- , al termine del tempo t ri- 
sulta = i. 

Qualora la ì"- rendita r sia esigibile nel punto 
stesso in cui si stipula il contratto , il capita» 
le c rimane fruttifero un anno di meno e 
l'eq, (l) 6Ì cangia in 




Supponendo t=v, nella quale ipot. c diventa 
un capitale di cambio , la forinola (i) si rU 
duce ad (a) , e sostituendo per c il suo mon- 
tante nel tempo t , si trasforma in {ti). Questa 
divisa per i dà (!>). 

L'applicazione della forinola (3) talvolta si 
rende più comoda nella maniera seg. 

Si spartisca t in t, , t ., e si calcoli il ispet- 
tivo capitale C, , C (l onde sia 

Dalla*- i=l -Ci ,da)k3\-'=l-C„f 
Dunque 

_L_ r [=<i-c,,')(,-e,,;)]=,-.xc,+c,,)+c,c,/ 
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Se t è pari si pretìda = e si avrà 

§. 1 98 Eccoci alle applicazioni de' princìpi 
esposti ne' SJ, antec. 

Es.° 1. 0 Si domanda qual somma si può pre- 
tendere in compenso di una mensuale rendita 
di 9 scudi , che si rilascia per 12 jiesi , col 
patto che la t » rendita eia esigibilPal termi- 
rie del i.'mese prossimo avvenire, e che si 
valuti l' interesse composto al 6 per 100. So- 
lili. 1 " L' interesse mensuale di i. ,e - essendo 



Posto che si vogliano 4 decimali esatte sì 

deduca 

1 slog.i ,oo5[=ia(log. ioo5— log.i ooo)]=i 1X0,001166=0,015995) 

e siccome U n,° corrispondente è 1,061679 si 
avrà 

log. c= 3 ,255 272+ log. 0,061 67 g— log, 1,06 1679 
= 3,255272+ log. 61679— log. 1061679 
= 3,255272-b 4. 79°'34 — 6,025992 
.=3,255272- 1, 235858=2,oig4i4. 
Dunque c=io4 K- , 5729. 

Es.* 2, 0 Si dimanda il valore della rendita r 
peli' ipot, che sia c=ioo, (— *o ,n -, i ==o,o5. 
Siccome 




(i,oo5)'"_i 

— '6,oa5> — 




Tom. IL 



ioi4dOìiooouodo 

p 
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risulta tì -(i+0-=fpgj2^^. 

( -1.-VB-.— 6439880978801 

# daBaformoh^O 0 £P J ^39880938*0; - 1 *»» 0 *. 

Es°- 3^fell' ipot, d' s = o,o5 qual somma si 
deve annualmente pagare per estinguere in 3o 
anni un debito di 400 mila lire? Soluz.™ La for- 
inola (1) dà |>er me/.zo de'logaritmi r=2 60 2 o 1 '-, 57. 

Eh»- 4'- Per estinguere .un debito di 400 
mila lire, ^er cui si paga l'annuo interesse 
del 5 per 100, .si ^stabilito di sborsare annual- 
mente s5 mila lire. Si cerca quanto tempo sia 
aeoessario t per .ottenere la totale estinzione. 

La forinola (2] somministra 
l og . 1 ìoo U .liie(»5o^-o,o5X4'>°w)-,''ig-'fao'>-'»°BSp° 0 = 

" ' log. i,oS log.tjoS 
—4 .39794° 0086— 3,69pQ;oooì3 ^^ggjooo43 

0,001x89*990 . 
=3n=-,98693ì=a»"'. 36o«-5'"-.a.459".o,»» 
* 109. Passando alla ricerca dell' interesse 
i dicasi -e' , r' , i il respettivo dato valore 
di e -, r, ^ e, -, c ir , o tll , *> il capitale corri- 
spondente alla rendita di iH* rtell' ipót; di t=t. 
Nelle respettive ipotesi d' r-o,o3,~ 0,04,= 0,0 b, 
-- 0&6, le proporzioni 

c,: J : : ( it;\ $,7* r„ yc,„ iVfn i A, : i'a , 'sr^Ò 

danno il valore r, , r ti , r,,, , r„ della rendita 
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respettiva , che nelle accennate ipotesi corri- 
sponde al capitale c . Se ninno de' valori 
r , • r „ > r M • r " > s * Hova=r , altrimenti sarebbe 
già noto il valor d' i, è certo che r cade fra 
due de' consecutivi n.' r ( ,r (( , r , r, v (*) Qualora 
/ cada fra r ed r lt si osservi a quale de' due 
limiti sìa più vicino : essendo t* più vicino ad 
r u si faccia i «=■.' d: se più vicino ad r" , 
V = *"„ — ti, * Dicasi lo stesso nelle respettive 
ipobesi che r cada fra r„ ed r ,o fra r /( ed 
r„. Suppongasi per es.° i=ì i 4- ^. Sostituita que- 
sta espressione d'i'nell'eq. del probi. , siccome 
il massimo valore di d è o,oo5, e perù limas- 
simo di d 3 , 0,00000 oia5 , si trascurino le po- 
tenze di d' superiori alla 2.* , si sciolga 1' eq. 
di 2. 0 grado, e si avrà quasi rigorosamente 
il richiesto valore d'£-J-a(=i). 

Es.° Sia c'=ioo'% r =i5 K ' ,5 , /'=8. Consul- 
tando le tavole 3." e 4-* (T.V) si vede che le 
ultime due ^proporzioni (e) si riducono» 

6,4f>32 ; 100 ; : 1 : r tl ; 6,2097 : 100 : : 1 : r„, 
e danno r'"=i5,472 ; r,r^=i6,io3. Dunque p 
cade fra r, u ed r„ e si ha o,o5-j-^. 

Posto i,„-\*l per i nella forinola (d) del §. 196 
o per maggior comodo in 

(cì—r) (i-|-()'+''=o > si ha 

e «i a [( f 'i„,-v)wc ( '-.x^„,y-»-Kvc>*i,„> ; - 1* + 

(•) Se à troiane r'> r„ I' utOOM archte l.;cSt perei* non w 
raiuibib, Si donebbi d-mue diminuire b rendit. r 7 . 
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■e la sostituzione de' valori dà 

(i-i5,S) (i,o5J ,-i5,5 = o : vale a din 
{7l5,6 79 8 0O -J 9 J, 9 B 79 3 0 )d' 4-(i4 7 .74H74-"8.'96579)'l-^'»,) I 7; =0 
c fiiialdlFille 33i,fjyiK;inJ' "■ifh,i4;j<'!jW— O,0l35;5=O 

Quindi*/* +0,089082^—0,000040-0; 

^=-0,044541+ v'to,oooo4o+o,ooi S 84) 

=-0,04454 '± *'0,002024* 

=—0,044541 ±. 0,044988=0.000447 

ed i (=o,o5-j-rf)=o , 060447 . 
-Combinando l'eq. ]H=r^- t ~^~'f — j provenien- 
te dalle formole (£) , (rf), con l'eq. r=« si 
può risolvere il seg. 

Dati tre degli elementi e, 1, M, r, t, determi- 
nare gli altri due . 

* J. 200. Probi. Due persone consegnarono 
due rtspettive somme di denaro ad un nego- 
ziante , con la condizione di star seco a paite 
del profitto annuo. Si sa che ambe le somme 
tanno 1 00 zecchini , ehe uno ha lasciato in com- 
mercio il suo capitale per 2 anni, l' altro per 3 ; 
che ciascuno ha ricevuto 99 zecchini in saldo 
del capitale e del profitto mercantile : si diman- 
da il capitale sì dell' uno che dell' altro in 
due distinte ipotesi : i. m che si conosca l'annuo 
frutto di 100 lire in due dei tre anni del ne- 
goziato comune : 2.* che unicamente si sappia 
essere stato eguale l'annuo frutto del denaro 
in ciascuno de' tre anni consecutivi. Soluz." 6 Sia 
x il capitale del i.° e però 100— x quello del 
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a.* ; il Frutto di ioo Ui pel i anno =i, pel 2. 0 -^=1, 
pel 3.°=/. II montante del capitale .r al ter- 
mine del 2. 0 annoè(i93)=Ci+-l D Xi 1 r--)*: 
quello del capitale 100— x al termine del 3." 

e facendo ioo-H'=^i, 100+/— * si hanno l'eq." 
abx=§c)oooo,aè( ìoo+j) ( 1 00 —.r)— 99000000 . 
Dalla 1.' j— 990QOO . k 2 , diviene 
(ai— 9900) ( 100^)^990000 
e dà y= ( 2 X99 00 ~ aò ') 100 

Per soddisfare alla 2.* ipot. facciasi i=l=y , 
e l' eq. s del probi. 

Cioo4-j-)*j== 9e oooo,CiOtH-^)' (100-^-99000000 , 

posto 1 oo+/=z ed eliminato x , daranno 1' eq. 
finale di 3." grado z s -99002=99.1™* , 

Vedremo a suo luogo come risolvasi questa 
eq. Osserviamo intanto ch'essa rimane quasi 
esattamente verificata facendo z=i3i,95: che 
in conseguenza può supporsi js=3i, g5. Quindi 

iT= 990000^ 990000 = 5g og 
C>3>, 9 5>* i^.o.ftaS 

Neil' ipot. di cui si tratta i due capitali ri- 
chiesti sono pertanto 56"%86 ; 43*"V4. 

* J. 20N Probi Un debitore il quale dee 
sborsare le somme s ,s" ,s", etc. ai respetti- 
vi termini t' , i' , t'" etc , vuol saldare il suo 
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debito con un solo pagamento, sborsando h 
somma s' + s "età , e dimanda il tem- 

po in cui dee fare lo sborso , per non pregiu- 
dicare nè al creditore ni a se stesso. Soiuz. 1 " 
Sia s, ,$ t etc. il valore a cui quello delle 
respettive somme s , s" , s'" etc. si ridurrebbe 
se fossero sborsate al principio del tempo t' , ed i 
l' interesse di una lira in una data misura di 
tempo , ( il tempo richiesto. Sommando l' eq.* 

dove le partite s, ,s. ,s, etc. si suppongono 
calcolate, si ha 

*=s, (i-K)"-K. (i-nT-U (i+0'"etc4i»(t|0 <W 
Facciasi il 2." membro =(j.H-j. +j, etc. )u; 
il valore di u che si può sempre determinare; 
pongasi = (i+ ('}', onde sia 

log. « e dall' eq. 

+ eto.)(i-H)' 

sì avrà j= 'ofr*-»°g( '. etc.) t - 

log. 0-0 v; 
Supponendo stabilito il termine t dello sbor- 
so , se questi sia minore del valore dato dalla 
formola(/), anche la somma s proviene pro- 
porzioni! ta in ente pià piccola di s" 
etc. e viceversa. Dato t si ha dunque s dall'eq. 

log. j = ( log. (ì +() ■+ log.(j, ■+- s, <t-s, ec. +■ s„ } 
Se «W=a"' ctc.=»a t'ss"-*-»=s"*— ì.Wcsst**— («— ,) = ii 
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cioè se deesi pacare un' annua rendita k per n 
anni consecutivi , s diviene nk. Nello spazio 
di un anno diventa j, (w-t) e deve equiva- 
lere a k; s, diviene in due anni j, (i~W)* e dee 
parimente equivalere a A -e così ec. sino ad$„ 
che in n anni diventa s B {i e debb' essere 
= A- . Dunque 

j,= Ji , j, = _L , .... /.= * ,eperò 

La forinola .... (/) si cangia pertanto in 
lo g.» -t- log. i -m» Iog.(n-. t>log.[(i-t-Q" -0 

log. (. + 0 

Se $> ò<nk basta sostituire i. ad n e si 



b < .«-i. 1 t.tfl^.,-*«logOw)-iog[0-*0-— 1 

Quindi s quando si ha l. 

* §. 202 Probi, Un debitore paga ogni ami. : 
in vece dell' interesse ci la somma S. Di qual 
somma s, rimane in debito o in credito al 
termine del tempo t? Soluz.™ La somma ri- 
chièsta equivale alla somma c.(i-j-/}* di cui 
rimarrebbe debitore se mai non facesse alcun 
pagamento , meno il valsente formato nello 
stesso tempo ( dalla somma * pagata annual- 
mente; valsente 
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Dunque s, =c(i + ty-~ t [(l-t-Q*— i] .....{^) r 

formola da cui può trarsi 

».4J[Q»0'-i] -J,] 

(0*0- ' (.-Ò'-i 
(= _ iogjjs, — j)-log (ci-s) 

Resta da vedersi come si deduca il valore d'i. 

Siccome nel!' ipot d'i = 0,06., che non è 
la più vantaggiosa, si ha z* =0,000216 , 
i* =0,00001 36 , sopprimansi nello sviluppa • 
mento dell' eq. (g) 1 termini affetti dalle po- 
tenze d'i superiori alla 2.' .e dall' eq. in tal 
guisa ottenuta si avrà prossimamente il richie- 
sto valore. 

Se il creditore presta al termine d' ogn'annó 
la somma s al suo debitore in vece di esiger- 
la , non si ha che da sostituire — s per s nelle 
formole che determinano s, , c , t , r. 

* §. 2o3. Probi. II debitore di cui (ig8es. e 4* ) 
trovando troppo incomoda la valutazione della 
somma corrispondente a 36o«- . 5"-. 3i '.5o/'. 0,088 
paga le 25ooo lire anche per l'anno trigesimo 
ter7x> , e cerca qual rimborsazione gli sia do- 
vuta. Soluz.™ In questo caso basta sostituire 
in (g) c=4 O00o0 > (=o,o5, *=33, j=s5ooo e 
si ha 
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*, s%>oooo(i ,o5) u — 25ooo [ (i ,o5) a — 1 ] 

o,oS 

=4 o0t,0O C l ' 0 5) B ~~ 5ooooo(i,o5) a -J-Sooooo 
== 5 o o o o o— i ooooo Ci,o5)™ =5ooooo— i ooooox5,oo3 188 
= 5ooooo--5oo3i8,8==ì-3i8,8 

* 2o4- Con uii metodo non dissimile a 
quello del 199- sì determina t nei probi, re- 
lativi all' interesse semplice , quando t non è 
un n." intiero ; circostanza in Cui ci sembra che 
il noto metodo divenga insufficiente. 

Probi. Tizio riceve a cambio 20"- al princi- 
pio d' ogni mese e ciò nér anni 10. Passa que- 
sto tempo Senza eh' egli paghi alcuno interesse, 
convenuto al 6 per 1 00. Spirato il decimo anno 
si propone di scorsare mensualmente al sue 
creditore la somma di 3o"', e cerca in quanto 
tempo nelle due ipotesi dell' interesse semplice 
e composto , il suo debito rimane estinto . 
Soluz. 1 " L'annuo interesse di ao 11, essendo di 
1 *■ 4* , la somma degl' interessi delle prime 2o ,L 
è, al termine del decennio, =12"'. La simil 
somma, corrispondente alla 2.* partita di 20"-,' 
"a motivo che l'interesse ttiensuale è di 2"-, si 
riduce a n"* i8 fc . Così proseguendo si forma 
la progressione aritmetica 

240*- + 238 1 - . +-2" 

dove il i." termine a è =2, l'ultimo/ è =240, 
ed il num.° n de' termini 120. Dunque (114) 

*I=<«"M)J. j=24a- x6o=i45ìo*- ^;26«- . 
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Il capitale in contanti ricevuto da Tizio sì 
sa essere =20^X120= 24oo ,L , e tutto il suo de- 
bito al termine del decennio consiste in 3i 26'*-, 
n." che diciamo c. 

Per farci strada ad investigare in quanto tem- 
po il debito c viensi ad estinguere median- 
te il mensuale pagamento di 3o K - , si osser- 
vi che il mensuale interesse di una lira è 
1" 85= °ftfL =o,oo5 ; che chiamando t il n* de* 
mesi consecutivi , al cui principio si effettua il 
periodico pagamento di 3o u -, r questa somma, 
posto che sia ; un n.° intiero , dee sussìstere l'eq. 

.-^(M) + ((- 3 ) t (/-3)....+ .J=<.+ iiy.(h). 

Infatti rt costituisce la somma di tutte le par- 
tite di 3o''- che si suppongono pagate nello spa- 
zio di t mesi ; i'r^t—t) è il valsente, formato 
dal mensuale interesse i'r della i,* partita r , 
nello spazio dei t—i mesi che rimangono sino 
' all' estinzione - del debito. Dicasi lo stesso per 
rapporto agli altri termini i'r(t-2), ir(m3),etc. 
Il n." de' termini dentro le sgraffe, ossia il n.* 
delle partite fruttifere è t—i, perchè sull'ulti- 
ma non cade interesse. 

Per rapporto alla progressione etc....+i 
si ha n- t~i. t per t-i, a=i, s~'h(t % -1) , e l' eq. 
dei probi, si riduce ad 

n^tS^^'i o»,ia f j £Ù2£Ù ,- IL. 

1 .7? - r>_ ■ ' m> ■ 

Sostituiti i valori essa diviene 
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Go-o,i5-3i,a6 „ 6e5g 

o,.S o,i5 
,5q 62Ò2 . . 



ossia i* 4.igo,6.'=4i 680, 



«dà (=- 9 9,3jr*'(4i68 0 -H9o8»,og)=-93,3:S "5o;6 2 .og 
=— gS^ *-ii5,3°4frg~i3o'"', 3d^29=i3o' , ' - ./\,.. 

Il risultarne nto pree. , mentre dimostra falsa 
l' ipot. che ( sia intiero , ci somministra un va- 
lore di (assai vicino al vero, ci è opportuna 
per rintracciarne i limiti in intieri, e per. ot- 
tenere mediante questi quel grado di appros- 
simazione che si desidera . Siccome t'errare del 
valore falso trovato per / influisce molto più 
sul i.° che sul a." membro dell' eq (*) è 
certo che qualora vi si sostituiscano due va- 
lori t' ,t"; uno <: l'altro X, deesi avere nel 1 .° 
caso il risulta mento del i.° membro < di quel- 
lo del 2. 0 , e viceversa nel 2, 0 caso. Infatti sup- 
ponendo t=i3o si trova che il i." membro si 
riduce a §1 57,75 ; che il a." equivale a5i57,o,o. 
Facendo f=i3i il i.°membro diviene 5 1 77,25 
mentre il 2." risulta =5i 73,53. Il valore di / cade 



me dà una molto minor differenza fra i due 



di 




fra 130""* e i3i m - , ma il i.° n.° , sicco- 
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membri dell' erj. (fi) è molto più vicino al vero. 
Se di ciò vuoisi una riprova indipendente dall' 
eq. sud.' basta dedurre 3o li Xt3o= Sqoo 1 *-, ed 
aggiungere a questa somma quella degl'inte- 
ressi dovuti alle successive partite di So u -. Il 
frutto mensuale di Se?*- essendo =3*- , la som- 
ma degl' interessi suddetti è 

3 1 (i29^i28|i27...4i)=3*'X8385= : 25i55 t =i257 li - s /+ 

ed il valsente sborsato da Tizio 

=3aoo li -+i257 u -, 75=5i5j u ', ;5. 
Per appurare qual .sia il valsente da lui ri- 
cevuto fa d' uopo sommare il capitale di 3126 1 *- 
coli' interesse corrispondente 

3i26 li -Xo,oo5Xi3o=-3i26 lL Xo,G5=2o3i IL ,9o. 
La somma è 5i 57,go. Dunque il valore t=i3o* u 
è vicinissimo al vero, e molto più vicino del 
valore f=i3i™-. 
Si ponga in (A) \Zo-\-d per t e si avrà 

3t<l3cH-rf>-O,^[Cl2^)-l-Cl3S>d>*-C 11 ; + ''>-''»C , - M 04 if l : = : 

ih-j(;,;]-u.iJuj03u-»-<0] • <« si a 

3^^3oi*o,i i 5[ii9+-ii8...- 4 .i]*o,.5Xi3oA=3i36«ii6Xo,65 + 
e • 

33,87(^=0,15 e d= =0,004428, 

valore quasi esattamente =3"- 11'. Dunque 
t— i3o m -. 3"-. n', e prò l'eq. (A) porta un er- 
rore di q giorni. 

NelHpot. dell' interesse compostola somma de" 
capitali e degl' interessi dovuta da Tizio al* tenni- 
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ne del decennio , è per conto de' respettivi anni 

i.» , 2.° , 3." , io." , espressa mediante le 

serie respetti ve 

ioC.,o6)' 4-2t<. ,rìy -i- ■*-io(t, 0 tì)' —4" .- -?t<.,o6j> — )»■ 
loO.eoy +-w(,#6y -r^oO,^)' -4' .... * wC,,o6)' 

□0(1,06)^10(1,06)— ì'+mi(i,o6>-4'- ....*ao(i,oS)-ai'. 

Tutto il complesso equivale a, 
.axHO.&SnC'.tfSr -K'.o6) - ..4(1,06) ]-.o[i- 44 1 W -4m , 1 
="W (i."6)"*(t.o«)' ■■ *(>,otì)l-i4", 3= =ì33e«-, 9 o4»3» . 
Basta dunque fare nella forinola (2) del §. 1 96, 
r=3o, i=o,oo5, c= 3338, 994232 . Risulta 
D -=.6,6pi 9 7i,p- K i=,3,3o5o; log.f^iyijjnij 
log. (r— ci)=i, n4o43, log. r— log, (j — e/)=o,353o78j 
log. (l+ i) [=log.l,005] ^0,002 166 

eperò r=J^|g£-=,63% oo 9 ; 

SEZIONE IV. 
Teorìa de'Vitaìizj e delle Successioni. 



5- 2o5. J_ eor. La probabilità p che un dato 
evento fortuito succeda, sta in ragione diretta 
del n." F de' casi favorevoli al successo, ed in 
ragione inversa del n.° P de' casi possibili , 
cioè si ha p= — . Dìm." Infatti se resta inva- 
riato F l' aumento di p è proporzionale al de- 
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eremento di P e viceversa : se resta invaria- 
to P la variazione Hi p è 5= alla variazione di F, 
Indicando con la lettera C il n.° de' casi con- 
trarrai successo ai ha P=?F-\-C,e mentre la 

probabilità del successo è la probabilità 

ponirarìa »,g_ «ri» . 

306, Teor. La probabilità di un avvenir 
mento composto di più avvenimenti semplici 
indipendenti, è = al prodotto delle probabilità 
assolute di ciascuno avvenimento semplice, 
Dim. ne . H n-° de' casi possibili relativi ali' av- 
venimento composto equivale al prodotto de : n." 
elle respetti vameujte rappresentano i casi possi* 
bili di ciascuno avvenimento semplice, perchè 
ognuno de' suddetti casi, relativi ad uno degli 
avvenimenti semplici, può combinarsi con cia- 
scuno de' casi possibili , relativi a ciascuno de- 
gli altri, Dicasi lo stesso per li casi &vorevolj 
e si concluderà ec. 

II prodotto cp di un capitale c nella proba- 
bilità p che vi è di guadagnarlo dicesi sorte 
O speranza matematica. Se il capitale c non 
può conseguirsi che al termine del tempo t, 
il valore della sorte corrispondente al princi- 
pio del tempo ( si ha, sostituendo in cp per c 
d capitale dovuto alla somma stessa , tale cioè 
che »1 termine del tempo t dia il montante c. 

Questo capitale iè ^S-. 

5, 307, Teor. Prescindendo da ogni partico- 
lare permanente cagione di deperimento, la vita 
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media o probabile equivale alla frazione, il citi 
numeratore sia il n.° de' superstiti dopo l'età 
data, il denominatore il n.° de' viventi nell'età 
stessa. Dim.™ Dai registri di Sussnulch (*) ri- 
sulta che di 1000 nati giungono 
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Abbiasi un'urna che contenga 11 biglietti: 
suppongasi che per 7 volte consecutive , al ter- 
mine di ogn'anno si faccia l'estrazione di un 
n°. di biglietti espresso dalla respettiva cifra 
della 3" . colonna , e che gl' individui il cui 
biglietto resta nell'urna guadagnino uno zecchi- 
no per ciascheduno. È chiaro (2o5) che alla 
i* estrazione ciascuno degli 11 individui il cui 
nome è nell'urna ha diritto a *A. di zecchino, 
perchè '/« è la sua probabilità di vincere : che 
nel!' istante della 2. a estrazione ciascuno de' 
sud', individui ha diritto (2116) a »/„.'/, V» di 
zecchino, tal essendo la probabilità che cias- 
cuno ha di vincere. Nella stessa maniera si 
vede che 

1.1 J _ A S..1 5 J 4 9 _J j>. 1. 3 _ ?.. 

11 9 ' 1 ~ " ' 9 ' 7 ' 5 ,ÌT*ii" b"j'ìS'1 11 ' 

9 1 i.l I a = a Iti l.i 1 J _ J. 
n' 9 ' 7 5 'i'3 ' 9 * 7 ' S" 4 "3 ' » M ' 

(■) tt'e géllti].),, orfouns in Mrimitnafn dm BBwMlfflidi r'^» 
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sono Io respettive probabilità che ciascuno degli 
1 1 individui nonagenari ha di vincere alla 
3*, , 4». , 5»., 6*. , *r a . estrazione, Dunque i! di- 
ritto che risulta da tutte l'estrazioni equivale 
ad uno zecchino moltiplicato per una frazione, 
il cui numeratore sia la somma 3i di tutte r 
le cifre della colonna media eccettuato il i.° / 
jl denominatore sìa il i." termine n.lldirit- 
in questione è dunque = *%= ?q. Alla vinci-, 
ta di Uno zecchino sì sostituisca la sopravvivenza 
di un anno js si concluderà che un individuo 
di 90 anni ha diritto ad una vita media di 2 aa e 
io mesi presso a poco. 

Il raziocinio uree. , quantunque applicato 
ad Un es.° particolare, essendo di sua natura 
generic.,, se dicasi E l'età data, e però Ei\, 
E+- 3, etc, ciascuna dell'età consecutive, in- 
dicando per n ,n , n". . , . 1 , il n.« de' vivent. 
nell'età respettive, onde si abbiano le due segi 
serie in colonna. 

E n 

E+\ n' 

E+ 2 n' 

£-h3 n> 



_ § eo8 11 teor, stabilito è vero in astratto, 
CÌPÈ indipendentemente da qualunque perma- 
nente cagione , la quale in una special maniera 
tenda a conservare o diminuire la vitalità, Le 



, la vita media dell'età E risulta 
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principali cagioni del i.° genere sor» la tran-, 
qu ittita dello spirito, un proporzionato eser- 
cizio delle membra, un'esatta morigeratezza 
e la salubrità dell' aria. Il diuturno difetto d^ 
ciascuna delle pred. 0 cagioni costituisce una 
cagione contraria ossia del 2.* genere , ed è 
una cagione non dissimile la discendenza da 
genitori mal sani , e l' esercizio di una profes- 
sione pregiudizievole (*), 

Sì dellvne che delle altre cagioni deesi te-? 
ner- conto , ed a tal effetto sono utilissime le 
tavole di Hogdson e di Deparcieux •, la in- 
formata su i registri di Londra, città per la 
natura del clima e per l'eccessiva popolazione 
assai nemica della longevità; la 2." dedotta dai 
registri delle comunità religiose e dei tontinisti 



una 3." tavola ricavata dai registri di moltis- 
simi villaggi, dove si trovino nel miglior mo- 
do combinate le principali oagióni conservatri"' 
oi della vita. 

La tavola di Hogtison par es.°. c' insegna che ' 
la massima vita inedia è in Londra di 3g."\ 
a."", e dalla tavola di Deparcieux risulta ch'essa 
è di 48.* n - 3. m - Il confronto delle due tavole 
prue, ci manifesta un singoiar fenomeno, ed 
è che sino all' età di 80 anni la regolarità del 
metodo dietetico e della condotta morale , vince 



I, dWenn. judwo. dtll' .nnuo annodi fr. 7M» , 
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l'effetto d*Ila insalubrità dell'aria, derivante 
da un' eccessiva popolazione, e che al di là 
dell'anno ottuagesimo il vizio dell'aria prevale 
al benefizio del regime. Per es.° la vita media 
dì un individuo di 30 anni , secondo i registri 
di Sussmi/ch , i quali sono ricavati dal com-> 
plesso di più regni, è carne abbinino veduto, 
di 2 M - io" 1- , mentre la tavola di Deparcieux- 
non dà che i*S 9™-. 

Un fenomeno del tutto simile si raccoglie- 
dal confronto delle tavole di SassimJvh con 
quelle di Kersèboom costruite pep l' Olanda (*) 

Lasciate da parte le tavole di Dupré-de i'. 
Maur e di Hattey , la 1.* perchè limitata a i5 
parrocchie , 3 di Parigi , 12 dell'adiacente cam- 
pagna ; la 2. 1 perchè formata su i registri 
della spia città di liresJavia , noi ci proponia-, 
ino di calcolare a tenore de' principi sopra sta- 
biliti la vita media d'ogni età su i dati di 
Sussmi/ch , nella cui tavola riportata nella 
Dottrina degli Azzardi di Mòiwre , tradotta 
dal P. Gaeta (Milano per il Galeazzi 1776) 
il valore delle vite medie aberra quasi sempre 
dal vero. Abbiamo aggiunto nella colonna 3.* 
il n." de' sopravviventi in tutte l'età consecu- 
tive, n.* che è quello di tutti i casi favore- 
voli. \i a." de' sopravviventi nell' età dota , e. 
che trovasi nella colonna a." , è il n." de'casi 
possibili. Così in una stessa linea orizzontale 
si hanno, accanto al n.° esprimente una data 
età , gli elementi della «ita media.. Per es.° la. 

« MU. «< a hmtì, ( H.ite- Fhyw*»»!». T.VW.) , 
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vita media dell'età di 5o anni è m^2^f%. 
I che Sussmi/ch adduce nella 3." colonna 
appartengono ai sopravviventi contati dal prin- 
pio della tavola, e ci sembra che non sieno 
di alcun uso. 

Uà n.* n della 2/ colonna diviso pel n.° su- 
periore m, misura la probabilità che l'età cor- 
rispondente al n.° m nella colonna antec. lia di 
vivere per un anno. Cosi è la probabi- 
lità di vivere un anno , spettante all' età di 5o 

Le frazioni adottate sono le più. semplici e 
prossime. Ciò basta m un probi che non am- 
mette una sefeizioqe rigorosa, 
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4. 209. Teor. Dicendo p', p ', . . . pO la pro- 
babilità, che al termine d' ogni successiva anno 
una vita v ha di sussistere un altro anno , e V 
il valore della vita, stessa, cioè dell'annua reu- 
dita di i"- sulla vita w, si ha 

fr= P * P'p" + PP"p'" +. Pf>" -P® ■ ( a ) 
A !■ h* "' h' "" V 1 

Di fatto il i.° termine esprime la sorte (iella 
vita v relativamente alja sopravvivenia del 1 
anno, il 2,° la sorte relativa alla sopravvivenza 
del 2." anno, ec. sino all'anno t. e,ima oltre il 
quale non evvi probabilità di sopravvivere - 

Es.° Sì dimanda il valore dell' annua rendita 
di una lira sopra una vita di 86 anni, es- 
sendo /= o, o5. 

La tavola dà p'=-, j|ec. Dutiq. 

a 1 ._■ , ,5 _t 4 . . 

■3 ' .(.,°5> 1 3 " C'*5J> ' C'-tó)' 1 

■ , g 4 , 

4,t»oiS5 29,5491 x 3, ,010555 "'".0359294 T 

34,io6 7 &» + 35^1709" 
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0,^8738*- 0,168871 -WM18911 -0,091087 4-o^5«464+ 
0,0*78^1 =3,<Ìpo6i=.«- o 

Così per una vita di go anni 

•,i9 ! ,i6+-o,ii3(itì*o,L35ìÌ;-t-o,o6ì6tt=i^e»i8 11 - . 

Se l' annua rendita sia di rliré, il valore V* 
della medesima è il termine di 1 1 r; i V. V i 
teres." ioo IL sulla vita di un individuo di 86 
anni valgano 349"-, 061 . 

Lo stesso calcolo per 100^ sulla vita di ga 
anni dà 40^,614 mentre la formola (d) del 
$. 196, posto f=2';.,dà 38S ?33._(**) 

La rendita vitalizia dovuta alcapitale p") 
sulla vitaw si ha dalla proporzione \:r:\V'.V' t 
Se per es.° w=86^-si trova 1 :ri:3,49o6: iooe 
però r=r*W-, 648. 

5- 210. Moìvre chiama compimento della vitd 
quel n." d'anni che manca ad 86: indicandolo 
pr k rappresenta la probabilità di viver* 
i,a,3 / anni, coi respettivi n.' 

X-i A-2 km» , m 

t~' nr* ~r ~* 

(■) Kclte ti™l, di tfo>VM ri in r3i p*>- l'età il 85 anni, « 

Ed un indirìdno di Ole eli ninna profanili!* di vivere compose- 
(■•) Ciò mostra quinlo ne 1 calcali vitali^ ritscirebhe (aliaceli solo pnn- 
' cipiu <I-)U vils ineJin. 

« chi desidera di appurare ipeditamenlc il valori della famuli (r) [lu- 
mi «pHC che ii h. (.,!>)■ >,« S i,i48.i. 



Digitized by Goog!e 



é ne deduce U valore della vita , il cui com- 
pimento sia k, 



forinola , che oltre di essere limitata all'anno 
85. è anche del tutto fallace. Nù poteva suc- 
cedere altrimenti , perchè i rapporti (i) male 
corrispondono ai dati della tavola di Mailer, 
da cui Moivre gli ricavò , e perchè la iaxóla 
stessa presenta notabili inesattezze. 

§. 211. Probi. Qua! è il valore dell'annua 
rendita di una lira , se questa dee pacarsi fui- 
chè due date vite coesistono ? Soluz.*' Sieno 
p',p <", ... le probabilità che la i.* vita ha di du- 
rare pel i.° , 2." ec. anno le simili 

Erobabilità per la a.» vite . Le probabilità che 
; due vite Tianno di coesistere per i,a,3 ec. 
anni sono (206) 




dove u= L... + -1. , 



p'r' ,p'p" *'t", p'p"p"'T'*"t"',fc. 



Dunque il valore cercato è 
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- Es." Posto /=o,o5 le 'due vite propóste si» 
no , una di 86 l' altra di 90 anni . " 
T,a serie da sommarsi è in questo caso 

18 9 18 i5 9 ? 1 8 L 5 L 3 J 2 - 

T_^r^|T,-,s-,.- 9 -L 3 .-.«-4v..-3-j. .i. 

>,o5 0,oS> 

18 i5 i3 11 g_ 2 L A 
T ' Ts ' Ts * 13 ' 11 s' j ' 5 + ■ 

18 £5 j3 11 j ^ 1 .i - J' 

?l ' iB ' i5 * Ti / m ' 3 ' 7 ' 5 ' 4 j 

h8i5i3nj_7 5 _4 _3 _a 

ai' ,8- .5-T3-H- 9 ■ "7 • 5 • 4 ' 3 | 

1? ' — i. 1 Jì Jz i? A À Jt J. 

?* 18' 5* i3"ti' 9*7-* 5* 4 **3 ' 1 ss 
['.«>51- 

. 5 4 | 5 5.i5 , 4 I 

J-uCrfl + ,.[.*5]' + i<4>[naar + + 

3-9 2 -7 5 _ t- 



doYC > è il n° de'oui punibili, àtao infinitt. 
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, La sòlita proporzione i ir:: V : V dà uno 
de' termini 7-, V . Se per es." ^'=ioo u - e le due 
vite collie sopra , si Ha i ; r: ; ij6t3o.: 100, cioè 

ra> ,OQ* / .000000 \_ fi|1L R , _ " • 

§.212. Prob. Dato il valore di due vite À.B 
si ricerca quello dell' annua rendita di una lira 
la, guaio debba pagarsi finché una delle vite 
sussiste. Soluz, ne Sieno p', *■' le respettive pro- 
babilità che le vite A, B hanno di esistere per 
lo spazio di un anno. Siccome (i-^')C 1_ *) è 
la probabilità che le vite A, B cessino in un 
anno, si ha r-fi-^y i-V) per esprimere la prò* 
labilità contraria. Così i-(iyXi-T") è la pro- 
babilità che ambedue non manchino nel 2." 
anno; ed Dunque la serie 

rappresenta la somma de 1 valori della rendita 
di i u - da pagarsi al termine dell'anno i.° ,2.° , 
■3." , ec. 

Essa costituisce per conseguenza il richiesto 
valore V, e si può estendere ad un n.° ndi vite 
( Soc. Rai. T. XVII. ) . 

Se A=Q&°- e iJ=go' n - il valore di ciascuna 
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vita è ( ) 3,4go6 ; 2,4622 . Le due vite 
(g.prec.) valsomi insieme i,63ig. Dunque la 
piii lunga vale 5,0.528— 1 ,63ig ossia 4^200= V. 

La determinazione dell' annua rendita dovu- 
ta alla più lunga di due vite A,B , sopra un 
capitale V , si deduce dalla solita proporzio- 
ne xxr.-.v-.r. 

Essendo /-=)oo"- , A =■%&*• , B=g<? a ; risulta 
1 : r: : 4,2209: ioo ed /•=23 1L , 691 . 

§. 21 3. Probi. Tizio ha diritto di succedere 
a Cajo nel godimento di un' annua rendita V. 
Si dimanda il valore s della successione i.° se 
questa sia ereditaria: 2.° se sia personale. 

SoIuz." B Dal valore — dell' annua rendita per- 
petua, si tolga il valore u dell'annua ren- 
dita dovuta alla vita di Cajo , e sarà 

s = 4 — »• Nella 2." ipot. m' sia il valore della 
rendita r proporzionata alla vita del successore, 
ed it' meno uu , valore della vita di lui e di 
quella di Cajo, sarà=i. 

Se abbiasi un 3." successore la cui vita val- 
ga u" , risulta 

s=?u"-—uu"—u'u"-ì~uu'u'' , e così ec. 

Supponendo per es." che Tizio abbia 86 anni 
e Cajo 90 si trova $=3,4906— 1,6139=1,8767 . 

Può consultarsi una ingegnosa Opera di Lam- 
bert = Beytrage zum gebrauche der Mathema- 
tik und deren anwendung = e nel 3.° tomo di 
questa J'.eq. della così detta curva di mortalità. 
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SfefcìÒNE Vi 

bisqumzhmi spettanti alla iiianiprinìeuzai " 



$i st4- Ella è Una màteimà da tutti senza 
eccezione ammessa, chela proporzione gi-oiiie^ 
trica Serva di norma nelle deliberazioni della 
giustizia distfiiÒnt/'va , diquella cioè che distri- 
buisce i premj , lé periéi le contribuzioni ec.: 
ben pochi, per nostro avviso hanno avvertito 
che la proporzione aritmetica , déesi ( Àrist; Etica 
lib. IV.Cap: 3>e 4< b ) esclusivamente: adoperai 
re ove si tratti di giustizia commuiàliva. 

Volendosi per e^ual porzione spari ire fra due 
consorti di negozio il -cothimé capitale , con-- 
sistente ih mercanzie diverse , s' incomincia Id 
Stralcio coi! lo spàrtimetato dé' capitali in lana, 
seta, litio ecotone: Il primo prende scudi 6"o 
Seta più scudi 80 lino J il secondo scudi 96 co^ 
tone più scudi 240 lana; Il capitale Collettivo 
essendo di scudi 4?6, ciascuno ha diritto 1 alla 
Somma, di scudi 23J3 , inedio aritmeticò fra le 
partite equivalenti a Scudi i 40 e 33R , già rice- 
vute Aa.' respeitivi Consorti; per conseguenza 
fl 1 dev' essere compehsato dal e* Mediante la 
sómma di scudi ;)8. 

Per la stessa ragione si prende il medio arit- 
metico fra due stime , allorché queste appa- 
riscono immuni da qualsivoglia particolare pre- 
giudizio 

' (*J S> lUMf ii-iOUenlo fu igttia lunga e feria questione Ili Óaiìkà ti 
il tòt, TsJMi» .Vo^lD/iui ( OpeM ii Calili, T. Ì<j. 3 7 i iu%. Mia. 
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§. 21 5. Quando i dati che determinar deb-' 
bono la mente del giudice negli affari della 
giustizia distributiva non sono precisi ed espli- 
citi, ma dipendono da una certa combinazio- 
ne di rapporti assegnati, il semplice sussidio 
della proporzione si rende inetto , e fa d* uòpo 
ricorrere ad una discussione analitica. Noi pas- 
siamo a dimostrare con gli eseinpj che l'ana- 
lisi algebrica è ne' casi onde si tratta esclusi- 
vomente opportuna. 

Probi. Tizio lascia per testamento alla con- 
sorte incinta tutto il suo asse , con la condizio- 
ne che S'ella partorisce un maschio gliene ceda 

una parte = £ , se una fémmina , una parte 
=S . Nasce un maschio ed una fémmina. G£ 

me si dee spartire l' eredità ? Soluz."* Si faccia 
l'asse = i, dicasi x, y„z, il respettivo capitale 
dovuto alla madre, al maschio edalla femmi- 
na, e si avrà primieramente x-fcy-*rz—i-.(*)ì 
Nel i.' caso preveduto dal testatore dovea stara 

aradj come i— -f ad-j'; nel 2." òc a z come 
i — .£ a -f . Dunque coesistono all' eq. (i) \é 

due seg. . 
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x=z— 




Per mezzo di queste si elimini y, e z dalla i." 
e si avrà 



Probi. 2." Alla mòrte del padre succedono 
per egual porzione m figli maschi nel possesso' 
dell'asse paterno ~a. Posto che n figli natu- 
rali , a ciascuno de' quali le leggi concedono il 
terzo di ciò che spetterebbe a^ ciascun figlio le- 
gittimo, concorrano al godimento dell'eredi- 
tà /vuoisi una Corniola che deterinini in ogni 
caso il valsente che ciascun figlio legittimo dee 
cedere per costituire P assegno' de' eorìeorrenti. 
SolUz™ Se il valsente richiesto dicasi x, le con- 
dizioni del probi, esigono che resti soddisfat- 
ta l'eq. . '■ ' - ' 




■j — ^x)=-H l x: «dunque; 
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$e perxes."«=?5 mila $cuq*i , wj=3 f n=sj, i4t 
salta x— l^ 0 - - — a5oo, e T'assegno, del figlio 
naturale è Sr»-y5oo.' Infatti ' ■ 

— 25oq è ò=2a5oo 

^ - > 3. ",i ' -j 

queste somma equivale precisamente a 
?Xj5oo. " ' ■ 

216. 4 tenore delle prime leggi Romane, re- 
lative ai contratti di compra e Vendite, era 
lecito ai contraenti di circonvenirsi a vicenda 
jiella determinazione del prezzo . In emendo et 
vendendo, nfituraliter concessimi est quod pluris 
sii minoris em,ere,, quoti m^npris sii pluris ven- 
dere, , et ita invicam .1 ;r. circìirnscribere = Paolo 
nella Leg, ìtem si pretijò 2.3 % 3 JjT. Locai. 
1/ «.inanità e M* giqstizia reclamarono, ne' suc- 
cessivi tempi contro, una si sfrenate licenza, 
^ gl'imperatori X)iotf*zian,o e Massimiano cor- 
ressero co)le leggi a e 8 Coti. $e rescinda ven~ 
dit. il difetti dell'antica giurisprudenza. Con* 
sidctvvndo essi coinè contraria, alle massime delli 
onesto i'. del giusto, quella circonvenzione, , che 
yiduce una,^pfftjiren,za superiore alla me-te del 
prezzo vero., concessero, al venditore la facoltà 
■ li rescindere il contratto. di vendita- Tacendo 
la legge sulla sorte, de] compratore , i giure-, 
consulti e gl' internetri concordejn.ente opina- 
rono, , che , attesa la, reciproca eguaglianza , 
essenziale ad un contratto di buona fede, il 
rimedio della lesione esser dovesse comune 
anche al compratore, ma insorse tra loro as- 
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ora ed interminabile questione , quando si 
trattò di determinare il grado della lesione 

Sroponibile pel compratore . Una gran parte 
ei legisti, indebitamente assistiti da illustri, 
matematici , Galileo , Castelli , Grandi , Man- 
fredi , Ferroni , sostenne e sostiene , che ab- 
biasi lesione, capace di rescindere un contrat- 
to di compra , quando il prezzo sborsato oltre- 
passa il doppio del prezzo vero. Altra schiera, 
non m^no rispettabile e numerosa , addusse 
h più convincenti ragioni, e per sino le di- 
mostrazioni algebrici^ , onde provare che il 
limite della lesione sopra indicata consiste 
precisamente nei l h del prezzo vero. Sono da 
questa parte Fo&sambrani, Paoli, Canovai, Del 
Ricco ed altri matematici , e con la più intima 
convizione dell' animo noi ci soseriviamo al 
saggio loro divisa mento II voto del preclaris- 
simo Geometra Fossombroni che passiamo ad 
esporre in compendio, basta per se solo a decidere 
ir refraga hi lenente la memorabile controversia. 
Chiunque desideri una vittoriosa dimostrazione 
legale leggauna prof olirla Memoria del dottissi- 
mo Prof." '■ Foggi —■ In '-Risposta ai dubbi propo- 
sti nslla c.fisa di lesione Foggi e Salvadori 
(Pisa 1808). ■ . 

Suppongo t.° chela permuta non possa con- 
fondersi con la compra o la vendita, dove in tervie- 
ne il denaro che non. soggiace alla minUna inde- 

I I C d. ! r m 

trita. Si l'Ut (uai il t'. U.i-ArM ) a'ir .'" /in ,i tra f or, -n'a -.idtra la stru- 
vagaivji itti prato cotto propnrzionalità ftitn'trtia - { Op. di C»J. «da. 
Fior. T, 3.» p. 6Ì) - ...... ' i-.-.-^ 
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terminazione eli valore: a* che venditore debba 
unicamente dirsi chi dà una cosa die non sia Ae- . 
naro per ricevere denaro, compratore chi fa il 
contrario 1 3." che la legge abbiada bilito essere 
la metà del giusto prezzo della cosa venduta il 
iimitedella lesione rispetto al venditore (che per. 
conseguenza rimane leso vendendo per meno) 
ed abbia taciuto per rapportò al compratore/ 
4. 0 che il limite della 'estone esser debba, egual- 
mente oneroso per a.mhedue i con traenti (*) 

Se la legge avesse prescritto che ' m ogn^ 
contratto di compra e Vendita si giungesse al 
iimite della lesione allora, soltanto, quando il 
dato tosso doppio del ricevuto, il comprato, 
tore non potrebbe andar' esente da tal prescri- 
zione ,"e gli converrebbe sborsare il doppio del 
giusto prezzo per- giungere al[ : ;<n:udetlo. limite. 
Ma se tal conseguenza emanerebbe da quella 
generica prescrizione, contraria alia 3.*.nozione 
preliminare, ragion, vuole eh' ella non possa 
cledursi da un opposto principio. Metà e doppiò 
richiamano indistintamente l'idea della propor-. 
zio.ne geometrica e dell'aritmetica: difetto ed 
eceessQ esclusivamente si riferiscono alla pro- 
porzione aritmetica. Si dilegua ogni ombra di. 
equivoco trasformando l'espressione, della me-, 
tìesjma idea con una semplicissima osservazio- 
ne, Dare i! doppio del ricevuto è perdere la 
metà del dato; questo e Io stèsso che perdere 
t' ecmivalente del ricevuto . Adottata la prec. 

ft) U due jirim» wioni preliminari, «ono -Miririnri «mvcrssIawM. 

f,. ; .l:,, S - U ; 1= S.-tva* veli, ,!■ in. le: J S ; | ro, = I.- ,,j h Sl , [J,- 

■ragioni filosoficD-ì^s:-- ( V.. SE . ls j W-lt.mcm. del Si* E«tji. )■ ' f - ; ">' 
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trasformazione e soppressa la parola metà, più 
non resta liio<ro a di.icn.ss ione alcuna sulla natura 
della proporzione. Prescrivendosi dalla legge 
che il venditore arrivi al limite della lesione 
quando perde tanto quanto riceve , acciò il 
compratore di cosa eguale sia (nozione 4-* ) m 
pari condizione allorché giunge al limite an- 
zidetto , dee perdere, non già quanto riceve, 
ma bensì quanto ricevve , ossia quanto il ven- 
ditore perdè allorché giunse al limile soprain- 
dicato. Così la perdita è uguale per ambedue 
i contraenti, ed il limite della lesione , egual- 
mente per essi oneroso , resta determinato dalia 
metà del giusto prezzo della cosa contrattata . 
Ecco una conferma di quanto sopra , diretta- 
mente desunta dai principi dell' Algebra. Tizio 
abbia due campi , ciascuno de' quali valga p, 
e vendendone uno ritiri •i.p, limite della pro- 
pria lesione . Venda in seguito il secondo cam- 
po > ne riscuota il prezzo px , e suppongasi 
che il compratore, mediante lo sborso della 
somma px , arrivi all' ignoto limite della sua 
respettiva lesione. Siccome ( nozione 4-* ) il li- 
mite dev'essere per ambedue i contraenti egual- 
mente oneroso , fa d' uopo che Tizio perda nella 
i.'vendità quanto il compratore nella 2.* , per- 
ciò Tizio guadagna in questa quanto scapitò in 
quella e dev'essere •i,p-\-px=2p , cioè x^=%, 



prodotta da coloro che sostengono l'opinione 





di qualche apparenza vien 



contraria , ed è la seg. 



Tom. IL 
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Il venditore suol' essere povero ed ordinaria- 
mente vende per bisogno , il compratore suole 
abondare di denaro e compra per suo piacere. 
Dunque la legge più debbe assistere il vendito- 
re leso che il compratore , e pero ec. 

Noi rispondiamo negando il supposto e per- 
ciò la conseguenza: poi soggiungiamo i." che 
qualora in qualche caso si verifichi la pretesa 
differenza di facoltà , essa non può servire di 
fondamento ad una massima generale: 2° che 
se la legge potesse mostrarsi più propensa verso 
di uno de' contraenti , ciò dovrebbe succedere 
per rapporto al compratore, il quale acqui- 
stando una cosa aliena è sottoposto ad errare 
per difetto di cognizione , assai più del vendi- 
tore che cede una cosa sua , di cui sempre dee 
presumersi che tutte abbia esplorate le qualità . 
An miniis imputandum venditori, quod rem 
sitarti , cuius tamen ipse qualitates , omnium 
optìme , perspeclas habere debebat , insto mi- 
nori* testimaverit , quam emptori , cui, quod 
qualitates rei aliente minus habuerit perspeclas, 
condonandum, si innocenti errore ductus eam- 
dem iusto maforis habuerit ? Così nel suo pro- 



fondo Opuscolo 
tissimo Barone 



i s habuerit ? Così nel suo prò- 
De Iasione enormi ec- il «Ot- 
De Ickstall. (*) 
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CALCOLO ALGEBRICO 



LIBRO II. 

APPLICAZIONI DEL CALCOLO ALGEBRICO 

, ELEMENTARE. 

PARTE II 
APPLICAZIONI GEOMETRICHE 

SEZIONE I. 
Trigonometrìa Rettilinea. 



J. 217. Xer costituire la posizione di una 
retta CT {F. a 17) relativamente ad un'al- 
tra CA , basta conoscerne , oltre 1* intersezio- 
ne C un 2." punto. M. Ma preso un raggio 
arbitrario CM e descritto l'arco circolare MA, 
se si tira la MP perpendicolare ad AC , uno 
de' cateti CP, PM, determina l'altro, ed il 
valore de' cateti stabilisce il punto M, e con 
esso la posizione della C7*, ossia l' angolo ACT. 
Dunque uno de' cateti , espresso in parti del rag- 
gio CM{=r) rappresenta il predetto angolo: 
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anzi , perchè la lunghezza della CM riesce in- 
differente, l'angolo C equivale al rapporto 

~~, che si chiama seno dell' angolo C , ed al 

rapporto , cui si dà il nome di toseno , 

ed è =VtcF -un.' } . 
La nozione caratteristica espressa con V eq. 

=sen.C, e n germe primigenio di tutta 

fa scienza trigonometrica. 

I seni , i coseni ed altre funzioni analo- 
ghe di cui in seguito , le diciamo funzioni an- 
golari. Esse non sono né linee nè angoli, ma 
n.' astratti, e servono come quantità interme- 
die ad appurare il rapporto tra gli angoli ed 
i fati opposti di un trigono rettilineo. Se de' 
sei elementi di un trigono, i lati e gli angoli, 
ne vengono assegnati tre fra' quali un lato, 
perchè indefinito è il n.° de' trigoni aventi gli 
stessi angoli , ciascuno degli altri può calcolar- 
si , ed in ciò consiste il principale oggetto 'del- 
la trigonometrìa algebrica . 

Gli antichi Criometri conobbero fa necessità, 
di sostituire il calcolo all' equivoco meccanismo 
delle costruzioni. Essi videro che circoscriven- 
do il circolo ad un trigono i lati ne divengo- 
no corde; che le loro metà. cioè i seni, (giac- 
ché MP^-ucor.ar.n MA') hanno un costante 
rapporto co' respettìvi ;trcbi sottesi e però con 
gli angoli equivalenti ; ed avendo espresso, col 
sussidio di cinque teoremi geometrici il va!o- 
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re delle corde in parti del raggio , crearono 
la scienza di cui ci occupiamo. L' Almagesto di 
Tolomeo è la più antica opera che presenti la 
teoria necessaria per tale indagine (*) È vero 
che l'esecuzione non corrispose alla dignità del 
progetto , perchè il computo fu limitato agli 
areni equidifferenti di 'i. grado , e si suppose il 
raggio di sole 60 parti, ma i fondamenti dell' 
alto edilìzio furono saldamente gettati , e la 
grata posterità dee venerarli come un monu- 
mento che onora l' umano ingegno. 

Il metodo aritmetico-geometrico dell'astro- 
nomo Egiziano era già per opera de' moderni 
ridotto alla sua perfezione , quando Leonardo 
Eulero concepì r aureo disegno di sottoporre 
fa teorica delle funzioni angolari al magistero 
delle forinole; ed i saggi che di tal suo pen- 
samento pubblicò , dimostrarono quanto la tri- 
gonometria algèbrica sarebbe riuscita più sem- 
plice e più feconda. Niuno adesso a lei nega 
il vanto di una singolare attitudine al discuo- 
primento dì pregevoli rapporti, di molte for- 
mole e di parecchie sene interessanti: il ge- 
nio analitico ritrova in essa nuovi mezzi onde 
promuovere l' invenzione , e sublimi facoltà im- 
portantissime , Geografia , Astronomia, Pilo- 
taggio ec. ne dipendono intieramente. 
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* Fra le infinite specie di trigoni che pos- 
sono immaginarsi , ciascuna delle quali costi- 
tuirebbe un distinto ramo di trigonometria , 
tre sole , atteso il loro essenziale rapporto con 
le scienze fisiche e matematiche , hanno sin 
qui richiamata l' attenzione de' geometri, e so- 
no i trigoni rettilinei-, gli sferici, gli sfeoridi- 
ci. Gli ultimi contengono come caso partico- 
lare gli sferici , questi i rettilinei. Di fatto non 
si ha che da supporre l'eguaglianza degli assi per- 
chè l' ellissoide degeneri in una sfera (*); posto 
il raggio infinito la superfìcie sferica si spia- 
na ed i trigoni su di essa descrìtti divengono 
rettilinei. 

È metodo inverso quello per cui si procede 
della trigonometria sferoidica alla sferica , da 
questa alla rettilinea , e vanta il pregio di una 
rapida concisione , sempre grata a' Geometri : 
il metodo diretto, siccome progredisce dal sem- 
plice al composto , è adattato alla capacità de' 
principianti, ed esclusivamente conviensi all' 
indole di una produzione didascalica. 

CAPITOLO I. 

Teoria delle Funzioni angolari. 

§. 2i 8. Diviso il quadrante in 100 gra- 
di , ciascuno di questi in ino minuti , ed 
ogni minuto in 100 secondi , qualunque angolo 

Que" giovani cbe pouiedono quache geometrica nozione delta ellis. 
«e. di leggieri concepita ri n» generala L ellissoide mediante la tivulu- 
ii»:,» di rrrtrr .Jli.se i-.l.imo ad uno dc'.uoi lui: e dtua 1' eliùioidi 
H tivoluiiune qui eoo! «pittai . 
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facilmente si esprìmein decimali. Così 42° 5o'=o*, 
4a5 ; i23." 4 - 3o"= >- q ' 23453, dove 1.1 indica 
il quadrante. Ciò posto sia (F. fl iZ)AMDÌm 
quadrante, C il centro, MP perpendicolare sul 
diametro ACB, ed MNM" ad esso parallela. 
Risulta 

^= sen. ACM, cos. ACM : 

ma PC== MNeà**H = sen. ar. MCD : dun- 
que : U coseno di un arco è il seno del suo 
complemento. Il rapporto ^ dicesi seno-verso 

dell- angolo ACM. 

Tirata la tangente in A se si prolunga CM 

lincile la incontri in T,^-^èì& tangente tri- 

CT 

gonometrica di ACM, - — n' è la segante. Fac- 
ciasi lo stesso per MCD e sarà 

— = tan. DCM= col ar. ACM, 

— = seg. MCD = coseg. ACM . 

I seni , i coseni, le tangenti ec. sono le così 
dette funzioni angolari. D'ora innanzi per 
brevità chiameremo seno la MP, coseno la 
CP , ec. Basta ricordarsi che tali rette non 
rappresentano un'estensione lineare , ma bensì 
un certo n.° delle parti eguali in cui si sup- 
pone diviso il raggio. Se l'anzidetto n.° sia 
= 10 mila milioni, ovvero ad un bilione; 
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come si è supposto nella costruzione delle ta- 
vole logaritmico - trigonometriche , ciascuna 
funzione angolare esprimesi mediante un n." 
intiero; se ne ha l'espressione decimale quan- 
do si concepisce il raggio r= i. ■ . 
§. atg. Deriva dai prec. principi 
I. Che facendo AM=a risulta ieri.— a 
^=sen.AM'=PM')=-PM.TA è il signifi- 
cato della f or mola 

±' V(i— cos' a)=sen. a. 

Il segno — indica che la PM' è situata per 
rapporto al diametro AB in direzione contra- 
ria alla PM. 

Il segno di cos. , finché a<+ AD , non va- 
ria conquello dell'arco a ed ècos.— d~CP = 
cos. «.Trattandosi di un arco— AM ■'**>— AD, 
il coseno Cr procede in direzione contraria 
alla primitiva direzione de' coseni CP , ed 
assumesi col segno — . Vale lo stesso per rap- 
porto ad un arco positivo ADM' il cui co-' 
seno negativo è CP' , e indicando ar. ADM' 
per ioo." +« siha«w(ioo e +a)=-co.s(ioo.° -«). 
Difatto , il coseno equivale al seno del com- 
plemento , e negli anzidetti casi il complemento 
è negativo- Si Tra pertanto 

sen.— a=— sen. a , cos.—a= + cos. a 

purché si prenda il segno — nella 2.» forinola 
quando a~> 100. 0 

II Che sen. ACM (■- MP) coincide con sen. 
MCB (= sen. an. suppL) 
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HI Cile tan. 5a' = i , perchè CTA (=5o° )ACT. 
IV Che da' trigoni .simili CAT , CPM; 
CDt, CNM 

tan. a= r - sen - a , seg. a = . 
col.a= , coseg^ì--- 
e però tan. a=— .. 

V. Che tirando dal Gentro Q del circolo cir- 
coscritto ad un trigono aie {F. a 14 ) la Qc 
perpendicolare a bc ed il raggio , ne pro- 
viene cQp.=a , sen.c^e—ce^/.bc , e pereto 
snn.a-- - Così sen.b^-l.'Z e ien.c='/.^i. 
Dunque 

j«i.e=Csen.o , S SEn.e=Csen. i , .4 *n.i=Bien.«].. («) e peti 

Teor. / seni degli angoli stanno fra loro 
conte i lati opposti . ■ , 

Se noioo." (F.° i5) sì conduca il diame- 
tro dQm , che incontri ad angolo retto il lato 

bc in e, e sì avrà dQc—a e ce(== t hbc)= 
scn.,:Qd=sen.a . 

VI Essendo aa' perpendicolare ad^ (F, B 16) 
risulta 

• ' f ' r **; 

r.J[=r(a'b+a'c) ]= Gc<M.£-j-Ìf«M.ff » e perciò 
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Ìr,A=Ccos.b-\-Bcos^ ~j 

r.B =Acos.c+Ccos.a /....(«) 

r.G-Acos.b+Bcos.a ' 

Se c>too.° sì consideri Snella posizione B' 
e siccome il lato bc diventa be', indicandole' 
per A' si avrà 

rA'\==r{a'b-a'c)\=Gcos.b-B' cosate' e . 
ma ( n.° I ) cos.ac'c=—cos.ac'Ò : dunque 

rA'=Ccos.b-^-Bcos.ac'b , come sopra . 
VII Ar.sen.x nell' ipot. del raggio r, è 
=ruvrjen. £ nell' ipot. del raggio i , ed ar.sen.x 

nell' ipot. del raggio 1 diviene — L_ ar. sen. rx 
se il raggio si suppone r. 

Infatti , se {F? 17 ) BC=i , AQ=r, ì seni 
LE, AÌP stanno come r.i , si ha DE—~, ed 
ar.AM(=ar.sen.x)-~ . ar.B D=l ar.sen. 

Dicasi lo stesso per rapporto ad ar.tamx . 

Supponendo jBC=i, AG=r e DE^x, risulta 

MP.x::ni ed ar.BD{=ar.sen.x)——ar.AM 

= ^,ar.sen~— . , . 

* §. 220. Una sola funzione angolare dà I* 
altre e si ha 
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In fatti (210 n.» IV) cos. = JL e perchè 
; . 7 
seg.— V(i 4-tore") si ha eoa. ; d'al- 

tronde "(n.' Clt ) COS. = f^Hl :' fliinrjtiA Jen> 

= — =-) . e quindi la 2." forinola delia i .» 

linea. La sostituzione di_L per fan. produce 
la 3." ; la 4.' nasce dalla z." mediante 1' eq\ 
V (ì+tan.') = seg. La 5." si deduce dalla 3." 
sostituendovi coseg. invece dì V (i+ col.'), etc. 

§. 221. Variando ACM(F? i3) da zerosino 
a 4oo.°(— 2t) le respettivc funzioni angolari, 
in forza della legge di continuità che regna 
tra i valori di una stessa formala , e tra' ri- 
sultarnentì di una stessa costruzione , subiscc- 
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no una variazione graduata, i cui sintomi 
sono compresi nel seg. sistema. 
Sen. o — o, cos. o s=r, tan. o =o , cot. o = * 
sen.'hv=r, C{W.''.t=o, ì#«. , '*t= <=, col.'Uw=o 
sen. t=0, cos. * =-r, tan. t=o, cot. w=-<o 
sen.''xT—-r, cos.*'-t=o, tan.'i,T=~<o.cot. t Lr=o . 
■sen.ar=o, cos.mr=r, tón.2T=o,co/.2T=w. 
In generale , essendo n intiero , 

Siccome senJDm=mp = cos. D m ', ■ e 
sen. ADJiit = f>.ir, indicando per A ciascuno degli 
archi arbitrar] Z>nì , -B/* , risulta 
(wn (!i*-[-*)=r«wÌ,fCT (H-*H- sen.6] ».(«'') 
5- 222. Nella 3. a delle formole (»') (2 1 9 n." VI) 
pongasi (n.-V)^?pe^^r B ' 
indi (n.°II) sen(a-\-t>) per sen. c, e moltipli- 
cando per sen - si avrà 
r seri (a+6)=sen. a cos. & sen. I cos. a (*) 

C) Si suppone a <>T * * <>T perchè dille forni. (*' ) ti !.. 
-[V.T+«'+>» +f i'] h"" (*•+<>'+*')£=-"" («'+*') 



Digitized by Google 



li 

Quindi 

rcòs(a-\-b)=s \ \-wn-'a cos.'b-i se.n.a cai. a ien.icos.i-jen'StosM] 

eq. che sostituendo 1— cos* a per sen.* a , e 
nell'ultimo termine i— sen." a per cos* a', si 
riduce ad 

rcos. (ar^ò)—cos. a cos.ò — sen. a sen. b. 
Basta sostituire — b per b onde avere (n.° I) . 
t sen(a—b)—sen. a cos. b—sen. b cos. a 
rcos(a—b~)=cas. a cos. b+ sen. a sen. Ò (*) 
irsen{a zb~)=sen .acos.b ±-sen.bcos.a....{a) 
Ih ""i'"\rcos( al: ò)=co,.aco,.è^en^„.l,....{6) 
223 La forinola (e/) elegantemente si de- 
duce anche dal teor. che il rettangolo delle 
diagonali di un tetragono inscrittibile è uguale 
alla somma 'de' rettangoli de' lati opposti. 

Agli estremi di una retta qualunque HL 
(F. x 18) si formino gli angoli a, b; al trigono 
HGL si circoscriva un circolo, pei centro. c 
si tiri la Gole poi le HI , U. Risulta 
2 r, E^J.G-fB.D 
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e dividendo per 4 

Ma E=sm. LGtt=sen {a+b) fa 1 g, n? II); 
>h A=sen. a,"* lì=sen, b,-h.C=sen. f/JL=cos.b, 
•i,D=:sen. lLH=cos,a. Dunque etc. 

§. 224 Dalle formale (a) , {ò) si ritrae 

'V. poi C« + *) J c«.neos. *-««.« ««■* 

Dividasi sotto e sopra per cos. a cos. b , e 
perchè — n ' . a —^ ! . 1 ^ si avrà 

iwi^-rby--—^——^.^ .... (c). 

Preso nelle anzidette forinole il segno infe* 
riore 

tóf«, 4 )=iifi^='|jS.':.,.w 

La formala (c) dimostra che se r° ~taa.a tan.b—a 
cioè tan.tf — , il che significa essere 
fan. a , tan b in ragione reciproca , si ha 
lai (a-j-ft)= 50 , vale a dire <z+£=ioo. 0 

Viceversa se «!-f-4=ioo.* , siccome tan.ajan.b 
hanno un valore finito, bisogna che sia zero 
jl denoininatore r* ^— fan, a fan, b , cioè che 
tan. a, tan. b stiano in ragione reciproca. 

Così I' eq. r* + fan. a fan, b=o prova che 
gli angoli a , b differiscono di 100. 0 
II Supponendo b~a le forinole (a),{b),(c) danno 
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rsen.2a==2.sen.acosjt (e) 

jx:os.2a^cos.'a-sen. , a=r , -2 seri .*a=2cos. % a-i s ...(f) 
« _ 2r' tan. a , . 

Dalla a* 

Jen.a= \ £(r-cos.2a) (A) 

Quindi 1 

„^ r-coj,2a _ ^(r-co j.2a)(r. t .(.-oj.aa)_j e 7t.2a 



e però 



_ » — coi. a 



<-.+«».« 

Le formole sen. '<.tf=Vf''- '■*-'** r Vr'-fen.'a] 

c<M. * o= V [''■'*+ ''■>" V r*-Jen'o] 
che respetti va meli te provengono dalle f/i),(/), 
qualora si paragonino con la forinola (14) del 
§. 100 danno 

•i.a=-h V r*-j-r sen.a— "'."V '^—rsen.a; 

co*, 'fcfl^'l V^+^fen!o-j- '(.V —rsen. a. 

Ili Sommando e sottraendo le respettìve 
espressioni di jen(a-r-ò) , .fera (a-A) e di cos{a^b), 
cos{a—b') si ottiene 



Digitized by Google 



8o 

sm{a+b-)+sm(a~b)<= 1 sin.atsos.b.... (m) 
»n(«-|-4}-«><«-*)= 2- «co».».... (n) 
co4fi-b)+cùs{a~b)= ì. cot.mo». 4 .... (o) 
co<(o-4) ~cos(a-fb)= ì. sen. a sen. b . .. . (p) 
Forinole di cui la i.'e la 3." , facendo a=mb, 
danno le seg, molto utili nel!' Analisi superiore. 
sen. mb oosJ> = ■i.[sen(m-]-ì)b ^sen(m— ì )ò] 
COS. mb cos&~% [€os{rn^r i)b-\-cos(m— i)è] 
Facciasi a-Vb=», a^b- B e siccome ne risul- 
ta o=V.(.+(3), i-*(— » , «i avrà 
•,«».«+ W= 1*". * (.+0)001. •<<-«-■ (?) 
, m ,«-.>e71.P=* ire» (• - P)os- '<< («-H9-M 
C0}.«+C0J.S= ico». •••(') 
£jen.1,(«+P>»n. *(«— •■■(<) 
La divisione di( ? ) per (r) , di (?) per (#), 

etc. dà 

sen,*—sen.$ fan, •!.(*— (3) 
— ■ — g—tan. (a-f-p) \ v ) 

■ 'i.(a-P) W 
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. — -J z=cat. >c«-P) 00 

cof.fd — co.r.« 

""" , = c o,.,,[»+fl [.] 



COi.j3 . — cos. a 

IV. Si Ila $UTesen\a^!S\sen.[a-b~\==sen.*acos.'b 
— sen.' b cos.' a~sen.' a— sen.' b . . . [<o] 

* V. Sostituendo b-f-c per A nella formola [e] 
*i ottiene 

fan. [n+ A-)-c]= — 



—tan.a — t— — - - J , 

r* — lan.btan.c 



forinola che mediante la sostituzione di a',b', e, 
per tan.a, tan.b , tati. c , si cangia in 

Basta porre c-=b=a per avere 
tari. Za = 



Nella stessa guisa si trova 

Ed in generale , chiamando / la somma delle 
tangenti , s" la somma de' loro prodotti hi- 
nari, ec. , si ha nell'ipot. di r=i , 
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r . , . _ n s'—s"'+ s'~-s"'+ s" etc. 

fan.] ec. = T , r, — 7, „,, ■ . - . 

L T 1 i— s +-s"— s"+ s"" etc. 

* J. 225. Dalle [a] , [b] , mediante la suc- 
cessiva sostituzione di la , 3a,etc. per a si 
ritrae 

r.sen.\ìa J r-l>~\=vcos.asen.\a+'b~}— rsen.b 

r.sen.[5a+~b]=2cos.asen.[2a+ b~\— r.jen.[o+- 

r.jen.[4a+- 2cos.asen.[5a+ b~[-r.sen.[2a+ li\ 

etc. etc. 
r.cos.\2a*- 6~\=r2cos.acos.[a+ b\-r.cos^ 

r.cos.[3a+ b]~2,cos.aco.f.[iia+ £]— r.cos.[eH-' b] 

r.cor.[4«+- A]=2CO*.acfJ.[3a-H b]— r.cos.[2a+- 
etc, etc. 

Dunque i seni ed i coseni degli archi equi- 
differenti formano una .serie ricorrente, la cui 
scala di relazione è 2cos.a , — ì . Fio qui 1' Eu- 
lero [Introd.à l'Aneti, tnfin. §. 129 per Labej]. 
Per giungere ad un risultamelo generale, fatto 
per Brevità r=i , pongasi 

«atfma* (Jz^w. [(„,-■> **] [ (»-»>,+*] 

ì coi.(mo-i>=^'coi.[Cm— i)a-i-i]-<-fi' 1 .™-[C"i— «><■*-*]> 

L'ipot. m—o cangia queste in 
sen.b=Asen. [$—«]+ iitfen.[£— 2«] . . [l] 
c(w^=j^'coj.[Ì— a]+ 5'raJ.[fi^-2a] [2] 

La i.» supponendo a=b dà 1 : dunque 

dall' eq. stessa 
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e perchè [ 224 n.° II ] 1 -\-cos.2a=2cos.'' • 



I/eq. [2], facendo £=ioo°-]-« si riduce a 

— $en.iz=U'co.f.[ioo° .— a\=Jì sena e somm 
nistra B'=—i. 
Quindi dalla atessa eq. 

rosi -<-i:os.(i—ni} coj.i + cos.b cos.ia-^sen.k se.n.iu 
cos.(b—a) cos.t ojs.o+ien.i sen.a 

_ coiiQ -t-acm.^a— i >+ase n.i aen.a ros.it 

1 cjj.jj (tyjj A cu', n - sni. bscn. il ) 



xn.(ma +*)=ieoj.n sen [ (m—i)a »-i ]— sen. [ (m— a)a -^i ] 
•m.Cib«+ì)=»o»j.™. [On-Ort + i].-»». [<>->>«-* ] 

g. 226. Se nel prodotto 
(cos.a+sen.aV — 1 )(cos.ò-\-sen.ò V— 1 )= 

cos.atos.i— sen.n sen.* ^-(sen.a col i t-Kn-S MJ. n)/'— 1= 

rtw.(«-j-£) + r.sen.(«-|-À)V'— 1 si fa b=a risulta 

(cos.a-j-sen^iV-iy =r{cos.2a-\-sen.ìaV -\) . 

Ad oggetto di scuoprire se qualunque po- 
tenza intiera positiva di cos.a-\-sen.aV — 1 som- 
ministri un eq. analoga , sia 
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e questa suppongasi verificata nel!' ipot. di n= 
ad un determinato n.° intiero positivo n>i, 
n.° eh' esiste , perchè in mancanza d'ogn'altro 
evvi«=2. Moltiplicando l' uno e l'altro mem- 
bro dell' eq. ipotetica. 

per cos.a-\-scn.aV — i si ottiene 

Ccosn ecs-np—stn-a tutu, a +- 
(cOJ.fl+JeH.av'-l ) n ^'="' n '" 1 ^ s aseall a*-tenacot.n a)P-l 

Dunque l' eq. (J) , ( dove può scrive rsi-serc.a 
a—sen.na ) se sussiste quando n=n l dee .sussi- 
stere ancorché n, si cangi in n,+ i : perciò ella 
si verifica per qualunque valore intiero posi- 
tivo di « ed in conseguenza ec. 

L 227. Si sviluppi il i.° memoro dell' eq. 
(J) e facendo il confronto delia somma de- 
termini immaginari con sen.naV — 1 , di quella 
de' termini reali con cos.na , si avrà 

Queste formole servono a determinare un 
angolo moltiplice o summoltiplice di un ango- 
lo dato. Trattandosi per es.° di dividere ia tre 
parti eguali un angolo » pongasi <b=òa,sen.òa 
=k, sen.a~xe sostituendo 1— sen.' a per Cos. a 
la i.' delle (S) dà 
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ìt=étx— 4** ossia x* -*Hxr^-lJt=0 . 

La trisezione di un angolo dipende dunque 
da un'eq. di 3." grado, e dipenderebbe da un' 
eq. dei grado n,"™ 0 la sezione del med.° in n 
parti eguali. 

(j. 228. Ciascuna delle quantità sen.x, cos, x, 
siccome varia insieme colf arco x, può riguar- 
darsi come funzione A'x ; e perchè nell' ipot. 
ammissibile d'.jr-yhr (222 Nota 1."), la so- 
stituzione di — x per j cangia il segno di 
sen.x non quello di cos.x , si ha plausibile 
ragione onde supporre 

sen.x=a, x+a, x* +o 6 x* ...,+a B ^.,x'" t " .... (3) 

cos. x= i+ò.x' +3, x* -\-b t x e ....-\-ò,„x* a ....(4) 

Apparisce infatti che la somma de' termini 
affetti dalle potenze pari d'x nella i." serie, 
dalle potenze disparì nella 2.' , può superare 
la somma di tutti gli altri. Il calcolo , fonda- 
to sull' ipotetica forma degli sviluppamene 
(3) , (4) c i darà, una irrefragabile conferma di 
ambedue le ipotesi. 

Fatto il quadrato dell' eq.' (3), (4) , si ottiene 

sen'.x=a,.x'^a,a s x' l 4.2a 1 q, I x s +2a, a 7 Ix'.... 

cos.' x=i±2&, jt*4.2Ì,'x 4 | 2£,Lr<ì 2Ì, x* .... 

| b' t \ +2i.i,| +2b.ò, 

1 + K 
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Quindi sen.' X.+-COS.' x } ossia 
l=i-^-2A. ìx' -f 2i 4 x* + 2b t x' . . . . 

: + <\ • + £ +2M4 

-(■2«,«i +2fl, O t 

+ «; 

Si lia inoltre sen.zx=2sen.xcos^c, cioè 
sa, jr+2 1 », i r 1 +2 s a, jt'. .. . = 

2«, X +■ 20, U* 4" 20 e X 4 . . . . 
-j-20, è, -|-2«, b. 

Non resta che fare il confronto de' termini 
simili per avere tante eq.' di i.° grado quan- 
ti sono i coefficienti a, , a, ec. b, , A 4 ec. cioè 

!2b. -[-al—o , 2i, -\-b\-\-za, a, =0 , 
2b s -\~2Ò. b 4 -f-20, tf L +oi=o , 

f 2* a, =2», +20, A, , 2 ! 0t=2(>i +21, + 2tt, i 4 , 



La 1.* dell'uno e dell'altro 
b t =— t.a\ 3 = — _J 
mediante la 2." si ottiene 
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la 3." del i.° sistema somministra 

b, =— ' «* , ec. 

' 1.3.4.5.6. ' 

Diminuendo indefinitamente l'arco x fin- 
ché sia x=— si ha ( 1 a3 n.° 5." ) sen. x=x : 
dunque a, =1 e però 



«M.à=i-^_-f_f_- f ec. . . . (II) 

1 ' ».34 3.3.4.5.6 11 ' 

Supponendo tan.x—c, x-{-c. x'+ct x*ec. si ha 
c, x-^-c. x ec. — ^ ^73 ^' e moltiplicando 



pel denominatore del 2." membro si scuopre 
che dev'essere c. =0, c 4 = o, ec. ; e per la 
ragione qui sopra esposta è c, = 1 . Dunque 

x-\~c s x* +c ( x l ... 4- c,„„ x"~' x"*'= 

^iìl+_£L a- £T 



..(5) 



X* 



e paragonando i termini affetti* da 
ottiene 



_■ 4. 1 
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*%.3..~C» n -4) ~ a -3.-C» P -») T ».5m.<>.-.X"*0 
eq. semplice e regolare, da cui viene stabilita 
la legge , che regna ne' termini della serie espri- 
mente tan.x , e prova essere la serie stessa ri- 
corrente progressiva , tale cioè elle ogni termi- 
ne dipende da tutti quelli che lo precedono . 
Le successive ipotesi n=\ ,=2, ec. danno 

1 c _2_, c _J2, C — *> 3 iC _ i38a 

' 3 ' * i5 ' * 3iS* 1 a835~' " i55 9 i5' 
^ =_£l?-44 , ec. ec. , perciò 

fon. J :=jH-I^+Ì^ , + L?x'l ^r'......(C) 

1 3 ,S T 3.5 f «( V ' 

* §. 220 II metodo con cui siamo giunti 
alle serie (/) , (ff) , d'altronde opportuno per 
li principianti , ha il difetto di lasciare sni- 
data al dubbio lume dell'analogia la deriva- 
zione del coefficiente « «»™ ; quello che se- , 
gue , è rigoroso e serve a stabilire senza ecce- 
zione l'eq. /5) da cui dipende la serie (C). 

Sostituendo x per na , e cos.a tan.a per sen.a, 
le formole (if) si trasformano in 

' r'~' sen-r^cos." a) 



ar(j-fl)(j-2a)te 



^_x(x—a)...{x—ima) tan.'" ±r 'a) 
,. a . 3 .. ( 3 ™-K> 
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t | 3c(x—a) . . . (x—2ma) tan~.a^ 
Siccome 

(F. i3) itig.ACT(=.ÀT.<uAC) > sea. ACM (=AM. 1, 40 
si ha A T~> AM cioè tan.a>a e >i. 

Dal rapporto cor. MM'<ar. MAM' risulta 
'^cor.MM' ossia sen.a<a. Dunque 



e perchè ì , — , limiti di — , tanto meno 

diììia-i scotio quanto più 1' arco a è piccolo , e 
co inciti odo quando a — o , si ha nell' addotta 
ipot. — =i e cos." a = r* : ; d' altronde 

n -—■ ==•» da no (=.r) = o. «>, simbolo 

(106) di una quantità finita .r; dunque 

$. 23o. Sostituiscasi nell'eq. e 1 e=i4.£.+j£_ ec. 



(i33), prima iV 1 -!, poi — aV— ì per # , e 
mediante la somma e la differenza de' due ri- 
sultamenti si avrà 
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e dividendo la 2." per la i.» 

■ Mediante I' addizione e 'la sottrazione dell' 
eq. 1 {E) si ritrae 

re ± " f -' == sen.xV~ 1 .... 

e la i."di queste divisa per la 2." dà 

_cos.x~*t-sen.xV— 1 _ x-^-ta n.x^— 1 . 



ir=3(an.a7- , Wfl«.'x + ''!ton. , x....s_ |— /an.""^^....^ 

forinola semplice e rapida se x <;5o.° 

§. 23i Sostituendo tV—i per x nelle for- 
mole {E), fatto r=i, facilmente si ottiene 
sen(a±ò v'- 1 }='i.(e i + .é f ) sen.a ± ■ i -e i )cos .aV-1 
cos(a± 5v / -i)=-i,(e i + * *)coj.a± "•{7^ l )sen.aV-T. 

(*) P™* ? - t * * k sT perI,4Wk;2°.T.iec. la t.- ielle CO d« 
liB. , s .V-i =I C-.=4tV-..... = .W'^ì 

.«.stitnendo (>k_0TPer-rJ°5 ' = ^ ■ ■...= (=J J -OT/.., 
Quindi si deduce che ]o E . aél°I- = *-I"lì-0 = " ■'-««-< reale , 
mentre ioj.-ifc.ot.. <.+ 1 | 1 -1 -;-*.+- 

f") Ve B i lo s .ilnppitn™to di loj~ nella p>g. aio del T. L 
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Osserviamo per incidenza i.°che nell'ipot. 
d'a^'^xla formola (H) si cangia ia 




e somministra 




' = 4 fo gV— i _ 2 log.(Y- 1 )' V a log.-i 



formola di Gio. Bernoulli. 

2. ° Che dividendo la formola prec. per 4^-1 
risulta 

— _ JH. _^= -i. log. — 1 =log. V~ 1 , ossia 
— n r = log. (V— 1 ) ; d' onde 

3. ° Che sostituendo xV — 1 per n nello svilup- 

rnento (P)di log. n (T.I p. 2i3) si ha, fatta 
divisione per v — 1, 

x=i(ien.x—'U sen.ia: sen.3a— '(4 sen.far- ~ sen. nx) 

4™ Che mediante la sostituzione di ar. cos. u 
per x la formola (G) si trasforma in 

/— VSv, 

talvolta opportuna. 

fi. 232 Preso un arco a? tale, che siatan.ar=»5 
si "ha (224 n° II ) 
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(«^(-iSSi)-!, quindi 

i— mnSix ,2 L u -I i 1 9 
« <««■ C4*-^aJ^)=(~J-i ) • ('+|~)=4 * 
Ma d a lla(/)...4 J ,= 4(^-_l-h r L-^ec.) 
e 4^-5o.= = i - ' -f- ' - ' ec 

^ i3 9 5.3%' J..3 9 * 

Dunque 4 ì 4x— (4-r— 5o.° ) } ossia 

*=l6 Lì, — _J_-+-_L eci- ÀI - ' +_-^ec.) 
(3 3.5 S 1 5.5 i j ^fc3 9 3.315' j 

serie rapidissima, rintracciata dal Ceomerra 
Inglese Machìn. Da ossa comodamente si de- ' 
duce 

r=3,i4i5 9 a6535 89793 23846 264... 

valore, che diviso per 100 , per 10000, per 
loooooo, esprime l'arco di di 1', di i", 
in parti di raggio: non resta che prenderne 
i successivi ni ohi [ilici per formare la seg. ta- 
vola utilissima che deesi a Lambert. 
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ì-::S||-;:--;SJ-Sj- 


4' A'?fs4 3o4& 1 




4 l^fioy «5,17 


|^|||-|4||g- 


So l'attui 53»! 


»; 776** &r*'" 0 tot 9 t 9 " 1 ? ' 
41/ ,',cmì>, r,iiu ,j 0 ' S 

ne' 0,0.444 -Mit-4 ;v i-i rea 

i.i-T- ,', l-ir,;-, fio ' ,., t:.;.. [.Sfili.) 
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ar. 6.'=-o,io47i g?55 
20' = 58 1 7764 

LS - i 10"= 4 8481 
7"= 3 3g37 
. - o",5= 1454 

eperòar£. B 22.'if'.3=--o,i 1 120 3a— 

*$. 233 Dalla 1 -delle forinole (D) (229) 
fatto /=i si ha 



sen.nx=nx— -f* — 4- etc. 

La stessa forinola (U) mediante il regresso dà 

J =sm. J +« n = f 3<m.»j 3.5.«a.'j; 3.5.7-w»-'* 
a. 3 1 ».4.5 + 1 .4.6. 7 + a .4.e.8. 9 

Quindi y=Jen. > x+-i.jere'x+(-Ì4- 3 i-)*en. , ar ec 
X' = OJg"-^ ec. 

1 . 3 



n(n'-i3 it m.ij+ <n'-iX" , -9) ""-'J 4nC'' , -'X'' , -9X'''" 1 ^> qi. J J'8 
1 . 3 a. 3.4.5 - 1-3.4.5.6.J 

serie composta di n+i termini se n è dispari, 
infinita se pari : In questo 2. 0 caso sia s il 2 • 
membro e si scriva sen.nx~-^^^~- 
Siccome- 
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tf(i-sen.'x*)=i"i.sen.'x— — ■^sen/'x- Jl^sen.'x ec 
ed il quoziente di s diviso per questo svilup- 
pamento è 

Tt$m.x~ n (n'~jf)s en*x n(/t'- 4X"'-' 6)sm. t xeic. risuii» 

i ..3. 4 "~jTiT5 _ 

serie composta di termini se n è pari, 
Dalla 2." dejle forinole (_D) 

«u. nx=i- B .« l ..-j W V-4VB-to-"'(r t M)f"'-v6>»- t -« «■)-■ W 
i *.ì4 3.3,4-5.6 

serie di termini quando n è pari , infi- 

nita quando è dispari , ma profittando del 
prec, artifizio si ottiene 
. oi . nJ -.-^( 1 - Hn . J Xi-c n '- l > en .-.i'i C'-'X" , -s) " , "-^»c.]-(P) 

9.3-4 

dove i termini sono ^itl se n è dispari. 
Siccome 

jenfioo." # e cas.n(ioo.° - x)= ^sen.nx, 

sostituendo in (iV) ioo."-.f per x si ha nell' 
ipot. di « pari 

« n . n ^i r y7^^[m m .^ n c n ^4) coi.'jKfl | -4X"'-'6> i ''^'c-].--f','j 
i . 3 1-3-4.5 

dove si prende il segno + se n.=.\in:^, - wn—fy». 
Neil' ipot . di n dispari la stessa sostituzione 
in (P) dà 
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fa„. HJ =>>-(i- CW .-.0|>|V- 1 >w.' J r4(«MX'"-a> a»- 4 » «te- PO 
,.3-4 

Così le forinole (O) , (iW), la i.' per n pari la 
2." per n dispari, somministrano 

cw.nj= ì -<i-» ; coi.'j-ji ,'(n--j> oi>.r-n- ( n '-ffl" '- l6 ) cnt -' Je ' e )--f Ì ? 
a T.3-4-5'6 

dove corrisponde ;td , — ad ir- fyn—z. 

™>-n*= * QMW^-nC^- 1 >■» X"'-9) ■ ■ ■ • CD 

a.3 ». 3. 4. 5 

dove+se n=4m+i,-se B ^4»n- i . . (*) 

* $. 234 Si può adesso lacilmente risolvere 
il probi, inverso il cui scopo è di esprimere 
cos." x e sen." x per li seni e li coseni degli 
archi moltiplicò Pongasi 

cos. x-\-sen. xV — 1 =t , cos.xsen.xV—i^u, 
e sommando e sottraendo se ne deduca 
ncos.x=t- J ru , a sen.xV—i=t—u ' 
Dalla 1." 

2 a cos. n x=t n \ii"±n(t''*+u~')tu±tf''~ , ' i '(f 1 '+» )fVetc. 

Ma (226) i°-j-t(°=2coj.7iar e to=ic/i.'.r-t*co* - .*.r= l : 
dunque 

a cos. x=eos, nx\ ne oi(;i-i). t !'"'""'' r,:j(w-:j)j cte (P) 

Se n è pari il n." de' termini è_-j-i e l'ulti - 

C) La dircila d.iriyarioni! Jelln 3 Im-niolr ptc. d«SÌ «1 Cv. Cogoli 
{Sodi 1T\I1) Ll u 1 ,,1 ni.iOi)^*""- 

(oda difendenti! <tal Cile. Uiii. 1 ■ , «t. ju^uue;!!.; al l'rart. Analit. di 
Tii ( on.' e Polijon.- 
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ino termine , siccome equivalente al termine 
medio della potenza ((+«)* è 

»(»-!.. .3. a. i 
Se « è dispari il n." de' termini è 1 e 
l'ultimo term. M vien rs^resis. j^ r " (""')( "- 2 )("-3)- 
purché si prendano tanti fattori del numera- 
tore quante sono le unità contenute in " . Per 
avere l'analoga espressione di sen." x, dall' eq. 
2sen.xV—i=t—u deducasi 

dove il segno superiore corrisponde ad n pari • 
ipot. nella quale si ha (v , -i} , =+ i e però ' 

i,-»"" «b. *=co,. n x-*co>( n -<.-)x+ i, „<y i jcMf^v (r) 

Se n è dispari , si divida per V— i e si avrà 
■± >""W B J =^. HI _ n „ n ( n . a ) J ^.^ nCn . j)(mM j J ..... w 

Il n.° de' termini della sene (F) è = 'An+i, 
della (X) è * («+■)• L'ultimo termine si 
divide al solito per 2. 

§. 235. Mediante le formole (D) , (229) e 
te (n) , (r) , (() (224 n." IH) si costruiscono 
le tavole delle funzioni angolari. 
Posto X=™. 7.r le formole (Ì>) si trasfcr- 

Tùm. II. g 
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mano in 

I.„.sm. 2 =,,57079 6*267 948966^-0,6159640975 o6i4<i3^r 
+0,07969 36161 46itì7°"i-o,oo468 ,754.1 353.87 

JI...rt».- 'f.r= 1,0000000000 000000 —1,23370 o55oi 361698™ 

+o,i536fi 91079 oio48o™|— o,oao8tì 348o; 633530™^. 

Sia H— l_(divis. sessa g.) e presi due termini 
, » 90 - 
si avrà 

f 0,01745 329251 | 
sen.i." =\ \ =0,0174624 

. . .(-0,00000088600 J 

cos. i.° = 0,9998477- 
Supponendo ^=_L- si ottiene sen. 1 e cos. 1', 
Da questi si procede a sen. 2.", sen. 3.", ec, a 
sen. 2.', ,tera, 3.', ec. mediante la proporzione 
quasi esatta fra ì seni e gli archi corrispon- 
denti. 



Per progredire, al seno ed al ooseno di 2° , 
basta fare —= i_ ovvero ricorrere alle forinole 



sen. 2." =2 sen. i.° cos.i." ;cos.2. 0 =i—2sen.' 
La 1." esige la seg. operazione (25) 
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9993477 

999 8 477 

3 999 3b 
■ 4999» 



, 0,6174497126 

e moltiplicando per 2 dà sen. 2. 0 = 

Relativamente agli archi' di 3, 4, cu. sino.» 
3o gradi giovano Te (r),((), che mediante la 
sostuzione di n» per «e di (n— 2)9 per |3 si 
cangiano in 

coj.ra 0= cos (n-2) a-f-ttsen, asen (n-i) a} 

Posto a— i.» ciascuna trovasi affetta dal 
moltiplicatore 2 sen. 1 » (=0,0349048) e se ali- 
biansi pronti i moltiplici di questo n.° sino 
al nonuplo , la formazione de' prodotti 

a sen. i." cos{n-ì)u' , 2 sen.1. 0 sen(n-\)i.' 

■i riduce a semplici addizioni. 

La cit. forinola (n) facendo *=3o.*sì can- 
gia in 

sen. (3o.° +A) =fen(3o." — ò) ~\-sen. b V5 
e serve per gli archi da 3o a 6o.° 
La stessa formola (n) facendo a=6o.' diviene 
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Mn(So.*— 6)=sea(6o. t +by-~sen.b=eos(ìo.'~&y- sen.* (•)' 

e facendo £==29.° , 28. 0 3." , 2." , i.° , o." 

dà sen. 3i ,* , sen. 32." ,. . . sen. 60." Questi seni 
rappresentano i respettivi coseni perchè 

cos. 3t." = sen. 5g.° , etc. 

Siccome few. 61 ,° =t?a,.2q. 0 , jwi.62. 0 ==co.r.28. e ec. 
i coseni già calcolati da o.° sino a 3o.° danno 
i seni da 60." fino a 0,0.° Viceversa i seni da 0.° 
fino a 3o.° danno 1 respettivi coseni da 6o." 
fino a go.° 

* §. 236. Supponendo = ioo.° si fa 
— per avere dai due primi termini della 

serie (/), 

sen. i." =0,01570 73173 (**) 
L' ipot. ™ — 1 dà esattamente 
2term.}jen.i'=o,oooi 5 70796 3203352556, 
3term.[car. 1 '=0,99999 99876 62994 52400 5253. 

Qualora facciasi — =~ si richiedono quat- 
tro termini per ottenere 

(•) Lo «pecioso toor. che di qui naiee doi 

na («0.»+ b) - ira (6o.<-i) * 10.. * 
* analogo * guelfo sopra indicala por rapporto a sin. (3o.* + 
{**> tjucslo r,.°Ó minoro di quelli) trovilo Del j. proc portili il frli» 
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"f 



•0 ( 7853g8l6+l ( O,0807455 !+■ 

24 9 o3 9 +[- 



565 7 



- 0,08078208 

= 0,70710678. 
La somma di quattro termini , quando 
— = — somministra 

^.io.°=|^;òo^5^5g5^,'56434465o4o. 

Il sistema decimale ha il vantaggio di ren- 
dere facilissima la formazione delle potenze 

di — ed egualmente facile la moltiplicazione 
per esse : in contraccambio però esige il cal- 
colo de' seni e de' coseni da o.° sino a 5o.° , 
deducendosi gli altri dalle formole 

«fl.(W-j-*)=™!.(5o°.--i) ; eoj.(5o'>.+*)=Ka.(5oV- 1). 

Le tangenti si calcolano fino a 5o. a con le 
formole 



V.[ia«.(5o.° -\- , i.a)~tan.(5a. 0 —•/.a) ], 
da 5o.° fino a ioo.° mediante la formola 
tan.(5o.° ^-'I.a)=2^<In.a-^-^o^.(5o.• —■/«?) . 



tendosi 



a3j. Nelle ordinarie occorrenze, non po- 
jsi aspirare, attesa l'imperfezione degli 
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strumenti, ad una scrupolosa esattezza, sì ado- 
perano per comodo i volgari logaritmi de' seni, 
Coseni etc. , e per evitate i log. negativi si sup- 
pone il raggio diviso in tornila milioni di parti, 
Io che eq ti. va le a moltiplicare per loooooooooo 
i seni, coseni etc. calcolati nell'ipot. di r=i . 
Quindi si ha log. r- io, e le .dieci prime cifre 
esprimenti una funzione angolare nell'ipot. 
di r=i t costituiscono un n.° intiero, il cui log. 
ha per conseguenza la caratteristica positiva. 
Così 

sen.i"=o, ooooo 484 01 &}'...'• 
si cangia in jert.i"=4848i,3? , e non si tratta 
che di determinare (i34e 1 35 ) log. 48481, 37. 
Seguendo la regola pratica del §. i35 si deduce 

log.484a = 3.68565 22 

log. 4848 = 3,68556 26 



Diff." 0,00008 96 

Siccome 89oXi37=i22|?2?>ulog. cercato, cioè 
log. sen. 1", è 

3,68556 2 6> , CQ _, ia 
+9,00001 2 2 H' B8557 48. 

dove si_ aumenta di un'unità la caratteristica, 
perchè il n." proposto si era provvisoriamente 
cangiato in 4848, i3?. 

Nella stessa guisa si trova log. jen.34'=log. 
'°~-3378, e facendo 98000000=*, 37 8=|3 si ha 
. p. 210 for.L) 
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i„ 6 . « n .34'^; 0 9 „t. 9 f^ 8 6+ h B! ' 5,8%< - 

Per la formazione delie favole logar."trigon. ch » 
riesce comoda la ("orinola sen*a=2$en.'l.acos.'i*t 

che dà. se ' l -'l ,a —~~Tj^- 8 serve a retrocedere 
dal seno di 3o.° a quello degli archi suddupli . 
K altresì opportuna la serie 

che si ottiene sostituendo nella forinola ' sopra 
citata seh.a per a e però sen. (a-J-i.° ) per«4-i. 

Per un arco piccolissimo altri propone la se- 
rie , forse laboriosa , 

log. cos.a^t* ( tf".'« +<en.«a-j- ren.'g etc> } 

che derivisi da log.(i-fì' )=— 2ji(^ etc.) so- 
stituendo sen. a per a. È chiaro poi" che 
log.Am. o=io+log.j'ert.«— log. cosjt . 

* 238. Divisa la circonferenza in 36o gradi 
ed il grado in 60 minuti, gl' Indiani esprimo- 
no il raggio in minuti e lo fanno =3438', n.° 

che supera -il vero di " Suddividono la cir- 
conferenza in 96. parti , ciascuna di 3." 4&' > 
e determinano il rispettivi) senn di 3." 4^' '> 
2(3." 45' ) , 8 3.° 4_5') ... 24 (3. D 45' ) . 

I principj cu ' a ta '' U0 P° si valgono sono 
in altri termini 
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usen.' V- a=r{i—cos.a)=r.sen.v.a f 
sen.b:sen.2.ò: : sen.(a-\-b): sen.a+sen.(a-\-2è) . 

Fatto a=i, il 2. 0 dà sen.3b pr mezzo di sen. b 
e sen. o.b ; e partendo dall' ipot. a=3o." si ha 
dal i." principio jen.l5.° , sen.-}. 0 3o', jen.3° 4^'. 
Yeggasi una Mem.' del Prof. Playfair nelle 
Transazioni della R. Società di Edimburgo , 
che ha per titolo : Oòservations on the trigo- 
nonf trical tables of llw Brahmins . 

La dottrina trigonometrica di cui si tratta 
fa jjarte del sacro libro Indiano Surya-Sidd~ 
hau/a , con indefesso studio diciferato e tra- 
dotto dal valoroso D. Dawis . 

Pi.:r commmi'Mlo i.lirlla fiorirà iiisi'rvli'iite alla 
risoluzione de' trigoni rettilinei è necessario sod- 
disfare ai seg. 

23g. Probi. i.°Dato un angolo che conten- 
ga de' minuti secondi, assegnarne il seno , il 
coseno e la tangente . Soluz.™ L' angolo dato 
sia =y." f*'. iì". f sessag. j : dalle tavole si dedu- 
ca sen.(y." (*') e sen. ( y." (fH-i )' ) : dal 2." 
si tolga il i.° e indicando per d la differenza, 
per x la differenza sen.y." p." .—sen. y .* i»' 
s'istituisca la proporzione 6o": : d: à. Al 
valore di sen.y.* p si aggiunga quello d'x.e 
si avrà il valore di y. D V. esatto sino alla 7 
decimale inclusiva mente . 

Trattandosi di un coseno si deduca cos.y? p 
— y." {f*'H~0 =d: indi si dica: Se aumen- 
tando l' arco y." n' di 60" il coseno diminui- 
sce di d , aumentandolo di quanto il cose- 
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ito stesso dee diminuirsi . Il 4- D proporzionale 
jc deesi dunque togliere dal valore di cos.y." j*. 

Per rapporto alle tangenti si opera come pel- 
li seni . Conviene però eccettuare i seni degli 
archi ■<• di 2. 0 sessag. e perà i coseni degli ar- 
chi 88.° , come pure le tang. degli archi 
>.' 72. 0 ; la ragione si è che sul principio del 

auadrante i seni successivi , e sul fine del qua- 
rante i coseni e le tangenti, presentano una 
notabile variazione , e rendono sensibilmente 
inesatja la proporzione fra le differenze degli 
archi e quelle de' seni e delle tangenti respet- 
tive . Per li seni si è trovato un compenso cal- 
colando niicli j ile' firiuii due gradi di secondo 
. in secondo fino a 5' incidisi vamente , ed in 
seguito i seni di 5 in 5 secondi . Quest' uti- 
le lavoro fu incominciato dal P. Riccioli e 
compiuto dal Prof. Rondelli, ( Univ. Tris." ec. 
Bologna i 7 o5. ) . I prelodati Geometri calcola- 
rono nella stessa guisa i seni e le tangenti de- 
gli ultimi due gradi del quadrante, ma sic- 
come il difetto di proporzionai itìl fra le diffe- 
renze delle tangenti e quelle degli archi cor- 
rispondenti si rende sensibile anche fra i gradi 
72 e 88 , è opportuna una forinola che dia con 
sicurezza il prossimo valore delle tangenti . 
Posto y." p.'.ii"=a, y." n'=b, taiua-tan.b=Stan.b, 
si ha 

r- sen.a sen.b sen.(a-ò)_-^ sen. £ H -j 
" L cos. a cos.ò cosa cosò J«u.(y ' . fi ' . fi ")<*«.( j-° '.fi') 
Quindi tan.a—tan.b-'ritan.b. Trattisi per 
es.° di appurare tan.{$b°.f.2,b."} 

La form.(.) dà J/a n .(85.. 7> .^%$^ 
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• giccome ien.aS "=jo.ooo il moS, CD j.f85.Y)=o,o85i j ;i , . 
i™.(85*.i'.a5"ì)=o>o85oo 63; 0,1*5 12-1 Xu,«85ooG3 =0,Do;i3634,' 

risulta [85.° 7')— o,oi6'?4927 , e 

.- L J <P,Pl6 7 4 S 3 ) 

La regola delle parti proporzionali avrerx 
be dato «11 eccesso =o,oóoo333 . La forinola 
(oj) deesi al benemerito Cav. Gagnoli. 

* §. 2401 L' espressione del seno di un arco 
Composto di gradi e minuti primi e secondi, 
può con una grande approssimazione ottener* 
si anche per mezzo di una forinola proposta 
dal prelodato CagnoU . 

Richiamata la forinola (s) del §. i83n.°V, 
Cioè . . • 

-senà^sm.$-2seii.''.(u-p)cos.'!-(cc-{-iS) (s) 

pongasi «=all' arco dato y. a (3— y.° fi' , 

a=($-\-tfi , e indicando per Ssen.$ ciò che man- 
ca a sen. 0 onde sia 

sen. fì~\-?sen. $i—sen.* , ', ■■ 

si avrà in vece di (j) 

$sen.$^=ìsen. , \.$$ cos, ( (3-H"f (%■ 

Ma il a." membro , perchè cos.'iJfì può sup- 
porsi =1 t equivale a 
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nsen.'k * P{ cos.ficos.-rf fi— sen.fi sen.'UÌ fi ) 

— isen.^Sficos.fi—Ssen: 'hìfisen^ 

Dunque sostituendo sen. $fi per zsen.'tèfi risulta 

isen.fi~sen.Sficos.fi— sen.fi( t —cosJSfi ) . 

* §. 241. Probi. 2. 0 Si dimanda l'angolo cor- 
rispondente ad un seno , coseno ec. non esì- 
stente nelle (avole . Suluz. ne 

Questo probi, si risolve con la solita pro- 
porzione delta ilitii;i'eii7.e, purché si avverta di 
àr uso delle tavole che contengono anche i 
secondi se il seno dato riferiscasi ad un arco 
<2. 0 , se il dato coseno e la tan. data appar- 
tengano ad un arco :>88.° Per appurare l'an- 
golo a il cui seno sia =04153345 deducasi 

o, 41Ò4872 (=««'.24*33') 

o, 41 52226 (=sen.z^.<> 32') 

indi la differenza 0,0002646. Tolto dal nuda- 
to il prossimo minore si ha o,oooiny. Dungue 

o,oooi(Ì4G.- 1 '.- : o,ooa 1 1 1 x 7=U1 ' ^ < L.= s 7 a 

ali46 5646 ' 

e però a— 24.°32 , .25",374. 

Se il n .• dato esprime la tangente si profit- 
ta della formola (*>). Volendo per es.° 1' ango- 
lo che ha per tangente 11,7212496, angolo che 
sopra si è trovato =85.° 7'.' 25", pongasi n" per 
sen. fi", si cerchi nelle tavole il n.° prossimo 
11,7045003, "e si faccia i.,;o45oo3<;=i fln .B5'>. 7' )=a™.i. 
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La differenza 0,0167493 fra il n. H prec. ed il 
n.° dato è Starub. 

Soppresso provvisoriamente nel denomina- 
tore di (ii) il n.° (*" si ottieift 

f*"=o,ei6ji 9 3X™s'.Ctì5 1 .;')^o,oi6;<( ! |3Xo,oo' ;3 466 

Il n.° prossimo minori: è nella tavola ( pag. 
g3) 0,000096963 e corrisponde a 20 . Ciò 
che manca per formare o,oooi2i375, cioè 
0,0000244' 2 > appartiene a 5 '; e perchè resta 
tuttavia 0,000000171 fa d'uopo dedurre 

0,000004848: 1 " :; 0,000000 17 ì.x'-- o",o28 . 
Così y. =25", 028 e l'arco richiesto 

=-85.° 25", 028. 

Per averlo più vicino al vero si appuri il 
prodotto 

0,0167493. cos. 85.° 7'. 25".c<m. 85." 7' 

e si avrà ft"=o,oooi2io2 =a5". 

* §. 242. Probi. 3." È dato un n.° in parti 
di raggio e vuoisi 1' arco a cui equivale . 
Soluz."" L' arco che nella tavola in parti dì 
raggio (pag.cit. ) corrisponde al n.° prossimo 
minore dà fl n.° de' gradi: l'arcq che nella ta* 
vola de' minuti primi corrisponde al n." pros- 
simo mifiore della differenza fra il n.° dato ed 
il prec. n.° prossimo minore nella tavola de 1 
gradi, dà il n.° de'- minuti primi: nella stessa 
guisa si ottiene il n.° de' secondi. Sia per es.° 
«—0,3327246. Il n.° prossimo minore nella ta- 
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vola de' gradi essendo o,33i6i25 ne segue che 
l'arco a contenga 19". La differenza fra il 
n.° prec. ed il n.° dato , cioè 0,0011121 , si tro- 
va— 0,000^726-1-0,0002395 e però corrisponde 
a 3'. La tavola ile'swxuidi c' insegna che l'avan- 
zo o,ooos3g5 equivale a 49"-}~ 0 > 0000020 ' Cosi 
altro non resta che istituire la proporzione 

0,0000048: l":: 0,0000020 :.r=o '^16, 
onde avere a=i 9. 0 3'. 49" > 4'^. 

§. 243. Sovente occorre di trasformare i gradi 
ed i minuti sessagesimali in decimali e viceversa. 
Serve al primo oggetto la tavola seg, 

Cr.SEBij j. Cr.D«iia. Mìb.mm. Min.Diirini. Sdi.W Min.Derim. 



9 



2 



6 



4 




Per l' operazione inversa, chiamando e." , ni, m", 
i gradi ed i minuti primi e secondi decimali, 
si hanno le proporzioni : 



10.*: :g'\ x$ 50:27: ;m;x . 260: 81 : ; ni': x" 
Di fatto i*-=ioooo'. (dec.)=54 00 'C sessa S-) : 
ed 1* =1000000" (dee.) =324000" (sessag.) 
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CAPITOLO II. 



RfóOLUZIOHE DE' TRIFORI RETTILINEI. 



ARTICOLO I. 



Risoluzione Diretta. 



elementi primarj di un 
trigono i suoi Iati e gli angoli: elementi se- 
condar/ quelli che sono assegnabili funzioni 
di uno o più elementi primarj , per es.° le 
perpendicolari dai vertici su i lati opposti , il 
perimetro, la superficie, il raggio del circolo 
inscritto e del circoscritto, ec. 

Diciamo risoluzione diretta quella in cui si 
suppongono flati tre etementi primarj: indi- 
retta se i dati sieno elementi secondarj o sia- 
vene almeno uno , 

La prima risoluzione comprende io. casi, tal 
essendo il n.° delle combinazioni ternarie di 6 
elementi, eccettuata quella M' tre angoli (217) , 
e restano compresi in quattro probi, generici 
lidia loro specie, cioè: 

Risolvere un trigono di cui si hanno i.° un 



opposto: 3.° -due lati e l'angolo intercetto: 
4-° i Iati . 

Il i.° abbraccia 9 combinazioni, 6 il 2. 0 , 3 
il 3." : soddisfarsi a tutti mediante le forinole 



Iato e due 




)li: 2. 0 due lati ed un angolo 



(«) del $. 2iq n.° V. 
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Sieno A, a, Ai dati e si avrà pel i.° quesito. 
B^A senJ >, r^A sen.{r^a-&) ] 

T dati del 2." probi. , qualunque sieno, pos* 
sono rappresentarsi p>;r A , B , a; 
Dunque 

sen,b=B^, c=w -a-b, C=A S -^^. 

Sostituiscasi sen,(a-{-c) per sen,b nella i.' delle 
{a) e se ne tragga 

Asen. c cos.a={B—Acos.c) sen,a ! 

Questa, perchè cos,a=V~^JZ, dà, faoen, 
do il quadrato , 

A sen.' c=(J" -\-B' ^A.Bcos.c)sen." a , 

cioè seiua=Asen.c : V(A' —tJ-Bcos.c) i 

espressione che trasforma la 2.' delle (a) in 

O =A' +ff —*A.Bcos.c ; 

tt perchè 11 significato della prec. è generico ) 

C=A'+B'-zA.Bcos.cì 

B-=A'-\-C-2A.Ccosl. . , . ((3) 

A*=B'-\-C~2.B.Ccos,a\ 

Queste formolo risolvono i probi. 3." e 4* ■ Si 
ha per es.° dalla 5.' 
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Se altro non si desidera che il rigore le for- 
inole (a) , (7) ,(S) esauriscono la risoluzione 
diretta de' trigoni. 

Abbiasi .^=961""% B=i5o ,C=^i2o.La forino- 
la (jr) dà 

c<w.a=|Z^ = 0,769 esattamente. 

{0,7690278=^/1.50.° 16'; 
o,76884i8=jen.5o • 1 5'. Dunque (23?) 

0,0001 860 : 1 ' o,oooi582 : I ^? = M5l'=5i",o32... 
Quindi 

0,76 §=sen. 5o.* 1 5 \5 1 ' r ,o 32...=coj . 39." 44'-8 ">9 68 .. . 

ed 0=39." 44'. 8"^ 968 . . . (divis. sessag.) 

Gli elementi dati sien' adesso 

jì=i5o,C=i2o , «=3g.° 44'. 8", 968. 

Siccome cosfy." 44'. 8'', g68=^se».5o." i5'.5i",o32 

dedotti al solito i seni contigui si trova 

sen. 5o.° i5'. 5i", o32 = 0,769 

(•) Se 0 «tendo S piccolissimo, rililB 

coj.(t-S) --coj.9^(22^Ì-(i-'/.S') ; 

b 5.' delle Cp) ti c«n e ia ia ^'-(B+C)'-flC( 1 « ii piossira* 

DCi' 
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e k formola (y) si cangia in 

J. 245 Bene spesso , singolarmente nelle ope- 
razioni che servono alla stima del giornaliero 

\1 '.-Vi" Il 'III L.ilin. -ni-. Il- 11 1 ■■■>. li ;i .ri. 

di estensioni agrarie , ec. giova rinunziare a 
qualche inulil grado di approssimazione , ])er 
avere , mediante una formola semplice ed atta 
al computo logaritmico , con maggior facili-, 
tà e prontezza il risultamento finale. 

Posto r— ?Lsen.' ■/. a per cos. a (224 n.° II) in 
(y) risulta 

Facciasi sejf.' • 1, a = (It -Chiari." m 
e siccome ne deriva tan. m= — sen.% a ^^. 
ottiensi A={B— C)V[i+tan.y|=£z£. 
Sia, come sopra, 

■ £=i5o,C=i2o,fl=-3o.."44'.8",g68 
Si ha log, tan,m=\og. 2 \. log, sen.t 9.° 52 f -4" f 484 
(log. 1 5o + log. 1 20) — log. 3o , 
e trascurando 4",484 , 
o,3oio3oo+l 

i,o3g5tìo6 ; 
Tea. II. h 
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Quindi 

m=7i.» 47',log.^(=Iog.^^=log.3olog.c 0 s.; i*.4T » 

ed aumentando di io anche la caratteristica 
di log. 3o , 

log. A= 11,477121 — o,4g5oo5=i ,982 \ 1 6 

n.°che di poco sorpassa log. 96, (*) 

§. 2ib' Evvi pel 3.* probi, general?, nell' ipot, 

che si "vogliano i due angoli ignoti , una for* . 

mola speciale non meno comoda clic elegante, 
La somma e la differenza delle due prime (a) dà 
4(>aU+ l c a . c )=(.B+C!),en. n , ^Ci«t.i-ioi.«)=f^O™. 0 , 

dove si suppone Divisa la 1.* per la 2." si ha 

£^ 5 i ±J te _ n l e [cioè<224 n.° III)] 

, 0 „.'l,(6- c } B-C ""■ 
Quindi 

log. (HB . % («■ (i+0+i"e (B-0-i"s 

dove -J. (A-|-c)= suppl. a . Trovato 'i. [b~ c) s\ 
deduce 

(ò+c) -j- 1. (ò-c) -- b ; c=ie-a-b. 
Riassunto 1' es.° di cui sopra è 
B-C=3o , £4.0=270 , v. suppl. 0=70." 7'.55'',5i6, 

(*) CM vole.se appurare cod l'aaaloei" drfle JiE-.reiiH , >o(. «!•:;/.« 
li Rutilo che ù richiede per 1* formula (7). 
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'e log.tan.'i. (ò-c)=ìog.tan.yo. ! ' 8'+log.3o-log.27o 
-- io,44^°87+i ,47 7121-2, /j5i5(i4 
= 9,487844- 
Dunque •!*(6-c)=ìj.° 6',eò=8j.'' i3'. 3o"incirca. 
L'analogia delle 'differenze ci avrebbe dato 

87. 0 l3'.25 V ',l20. 

J. 247. Pel 4. 0 probi, generale giova trasfor- 
mare la formola ( 3 ) con sostituirvi /> %sen.'-i«t 
per cos.a. Cosi ottiensi 

2 feri. 1 %a^r- V XA'-B--C) = r'[^'-(^-C)-] 

a BC 3 SC 

m r . ( ^+-B-CJ (A+C-B) 

iBC 

e posto .rf(-|-.B+0=2/>, 

isen.-Ua=W (p-B)(p-C) , cos. ".g=r\' p(p-A)) 
t ' BC ' BC~i" 

È preferibile la 2," se a non sia notabilmen- 
te pìccolo. 

Es.° Abbiasi A-=qG , £~i5o ,C=i2o . La 2.' 
delle (?) dà 

log.coi. '/. o=l Dg.r-f-V-log .p-pn 1og.( p— A)~ 1. log.S— log ■ (? 
= 1 o+lo S . 1 83+lo E .8j-l 0 g. 1 5o-lo g .i*> 

=10-1-1, i3i225) |i, 088045) 
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Dunque , Afl=-iQ." 5a' , a— 39.° 44'. 

Trattandosi di un angolo vicino ad '/.s-puó 
esser utile la forinola che si ottiene dividendo 
la i. m delle (?) per la 2.' , cioè 



La ragione si è die le tangenti variano ra- 
pidamente quando gli angoli vanno avvicinan- 
dosi al quadrante (*) 

§. 248. Se le due ultime eq. 1 (a')del 

J. aro, posto sen.b per cos.c e Viceversa., si 
cangiano in 

{ S=A sen.b , C=A sen.c } 

.Dunque : L' ipotenusa sta ad un cateto co* 
me il raggio al séno dell'angolo opposto al 
cateto : 

SÌ ha inoltre £-^JL(=A), cioè 

Tolgasi dall'ipotenusa ciascun membro di 
B=Acos.c, e sostituendo in A— B— A{\^cos.c) 
l'equivalente 2sen.''uc per 1— cós& si otterrà 



IA-B 

A+B 



re CC dal vertice c ini 

ilezzs i alia fucilili p«- 
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dove può permutarsi B in C e c in b . 

fi. 249. Probi. 1.° Prolungare la linea livel- 
lata AC f F.° 19 ) aldi 13 di un ostacolo CDE 
che impedisce il traguardo . Soluz. nc Tracciata 
una retta arbitrària BG si misuri CBG e G , 
si calcoli GE, e la retta tirata per E in guisa 
che faccia l' angolo F£G=CifG+ Scadrà sul 
prolungamento di AC. 

§. zòo. Probi. 2. 0 Si conoscono gli angoli 
cad(y=a) , bad{^$) , che i lati B, C, ai un dato 
angolo a ( F." 20 ) fanno con la verticale 
ad(=D) e vuoisi la projeziotte orizzontale x 
dell' angolo a , Soluz." Si ha (244) 
B' -\-C ~zBCcos.a=B" -f C" —vB'C'cos.x: 



Quindi 



_g" - B' 4-C —C +zBCcos:a _ 



MaB" -B' ,C -C =-D- ,B 
ed i trigoni acd , abd danno 



Dunque D'(=f>-D> 



ttm.ji ' 

B' C B'Ccos.itcos.p 



e cos.,v= 



tan.ittan.fi 
cos^—cos.acos.; 



sen.nsen.p 

Se o=«=j3=';;T , come nel tetraedro regolare, 
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ed x=70.° 28'. 16", 38 ( div. sessag. ) Vegga 
Tratt. Anal. di Trig. e Polig. J. 110. 

Se l' angolo dato è abc e vuoisi dbc si deduca 

£• -B'^C-C* e quindi 

C -E' =C m -B- , C+A--B'_ &+A* -B'\ 

Il 2. n membro della prec. equivale (244 forni, fi) 
a Ccos.dòc, il 1," a Ccos.abc . Dunque 
Ccos.abc— C'cos. dbc e perciò 

cos. dbc= ^cos.abc=S^t . 

Lo stesso Vale per cos.dcb e può stabilirsi 

cou*g. di proj.=' J1 "--"g-'''" ° 

0 1 ' eoj.nng. d elegai. 

§. 25 1 . Dall' espressione ottenuta per cos Abc 
risulta: Teor. Che in un unghudc aiu-nie ihf?. 
facce perpendicolari fra loro, fjuali sono dbc, 
abd, il prodotto de' coseni degli angoli piani 
esistenti nelle facce anzidette er/uivale al co- 
seno del 3.° angolo piano moltiplicato pel 

fondata su quésto teor. la trasformazio- 
ne di cui •Lagrange fa uso nella Meccan. Analit. 
p. 196. 

Se due spigoli Ax,Ay sono rettangoli (F. a 21) 
indicando con Ad la prelezione, del 3." spigo- 
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lo Am sul piano xÀy si ha 
cos.mAd= SS^^é^ C0j4 j n 4£ = J^?__£ c \ 0 & 

cos.dAj cos.HAx 
twjnJjxo^A^ccadAj:cos.dAttKn.dAxiCotjlAXiMndAxA 

proporzione notabile e di cui profitteremo. 

Siccome B>B', G>C , il circolo circoscrit- 
to al trigono bac è maggiore di quello che si 
circoscrive a bete-, quindi l'arco che misura ■/.«< 
dell'arco che misura ed d<dc> 

* g. 2Ò2. Probi. 4* Si dimanda l' altezza BD 
(F. 22) di un monte , sopra il livello del mare 
mm. t Soìuz.™ Sia B il centro di un segnale 
posto sulla cima , A il sito scelto dall' osser- 
vatore. Posto il lato AG del quadrante AFG 
nella direzione orizzontale AE , il che si ottie- 
ne per mezzo del livello, si concepiscano pro- 
lungate le verticali de' punti A , D , finché 
s' incontrino in C , punto che nell' ipot. della 
terra sferica è il centro della terra , e si os- 
servi BÀE, angolo, che siccome viene au- 
mentato dalla rifrazione , si diminuisce di 
Vis ar. AD. Quindi si misuri una ba.se rettilinea 
AH , da' suoi estremi si traguardi il punto B, 
e trovati gli angoli adiacenti si calcoli AB. 

Da B si osservi ABC : nel trigono ABC si 
calcoli BC , e BC—Cm (rag. terres.) sarà 1" al- 
tezza richiesta (*) 

§. 253 Chi desidera un maggior n.° di ap- 

f) L'audio ACD è penultimo. Pomici il punto A a! limite dell' 
orinonle.il punto E «111 massima altra» , mi CMmionfco 0 mi Pii- £ 
ikimcta, noTiii ACDKt.- 
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plicazioni , può consultare il nostro Trattato 1 
Analit. di Trig. e Poligon. ec. 

Probi. i.° Determinare l'altezza di una tor- 
re verticale ovvero obbliqua, il cui piede sia 
i,° accessibile , 2." inaccessibile , 3." sul prolun- 
gamento della cui base non possa tracciarsi 
una retta ! 

Probi. 2. 0 Qual è l'angolo la cui tangente è 
n."P h del suo seno. Risp. L' angolo è dato dall'eq. 



I -,..1.1 " II ,, .,1 . -Il ' ■ M li'. li 

differenza ed il rapporto rie' seni. Risp. Detto 
j V angolo maggiore , x il minore si ha 

y- x =d , "^=q: quindi tan.x=f^ . 

Probi. 4.° Si vuol dividere un dato angolo 9 
in due parti tali, che i loro seni stiano come 
min. Risp. Indicando per x una delle' parti, 
si trova 

nsen.t 
tan.x^-—^ -. 

Probi. 5." Si dimanda il viàggio e 1' angolo 
che fa col meridiano di partenza il cammino 
di un vascello , il quale si sa che ha percorse 
5o miglia a Levante , 1 1 6 a Tramontana. Risp. 

Il viaggio è =126 miglia: l'angolo di 
25." 76'. 71 '. . 

Probi, 6." La retta che unisce due oggetti 
visibili essendo totalmente inaccessibile si di- 
manda un metodo per misurarla. 
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ARTICOLO II 

Risoluzione indiretta de' trìgoni rettilinei. 



* §. 254 J_ja risoluzione di cui si tratta vien 
compresa nel seg. 

Probi. Dati tre elementi di un trigono retti- 
lineo , de' quali uno almeno sia secondario , 
ricavarne il valore di tanti elementi primarj 
quanti si richiedono per la risoluzione diretta. 

Per soddisfare alle numerose combinazioni 
spettanti a questo probi, è sovente necessaria 
tutta la destrezza di un esperio calcolatore, 
sempre si richiede un' adattata espressione d' 
ogni elemento secondario assegnato, composta 
nella più semplice maniera possibile di due o 
tre elementi primarj. Noi, per non diffonder- 
ci soverchiamente, e perchè del presente arti- 
colo abbiamo estesamente trattato altrove (*) 
ci limitiamo a rintracciare le principali espres- 
sioni di alcuni elementi secondarj , il cui uso 
è più frequente. 

f Forinole della perpendicolare A' 





calata dall'angolo a sul lato A. 



A'=Bsen£=A 



sen. { 6+c ) ✓ [£•+ C-a BC<xx. fi} 



(*) In u::i Mem.MrlG-iL-J.il'-'li i^l di': <70>li:ui-ci: 
flottato Awlib di Trig. e PolÌ£. ec. 



n.;i di': coililuiice il supplsmeuit d.l cit. 



\ 
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La i." è manifesta ed equivale a Csen.è : 
la 2.' ne deriva sostituendovi A S ^H^ ^ r n. } 

la 3.» se vi si fa sen.c— £sen.a: J Vegga li 

3.* delle ((3) J : Per aver la pongasi neDa i .* 

mediante la u* delle (p)y[.-^i±gf J] 

per sen.c 

II) Forinole della superficie 

La L'equivale ad '^À.A' (= 'Ujf.Csen. è) e 
comporta le due analoghe ".BCftw ABsen.c. 
Si verifica lo stesso per rapporto alla z.' in 
cuila f." si cangia sostituendo C S —H^ per A. 
L'Ultima di À' moltiplicata per'c^ produce 
la 3/ Infatti ne proviene 

!=rf 4 ^ [4^c*<^;i?*}']='*^^Wc5*-«'][fl , -c-<-c.]ì 

Se il trigono è isogono si ha s="»^v / 3. 
Ili) Forinole del perimetro 

ap= — [sfn.n;scn.J + .sc«Cfi{i)]=^W+^. + fli.. J i5coi.* 

, Formole del raggio del 
' circolo circoscritto 

r'=4^ — r~B'i&-iBG:os. a —. -d^P—. , 
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Per aver la i. 1 si conduce ,dal centro la per- 
pendicolare ad A, iudi un raggio ad uno de' 
vertici ó , c. 
Si ottiene 

la 3.* sostituendo nella i.' J- V WC-{B?+C-A')' 
per sen.a. Essa insegna che pel trigono isogono è 
r'== e che r'= ^£=_^_ Quest' ultima 

espressione si ha combinando la i." forinola 
di V con la a." di ^T. 

Y1 Formole del raggio r" 
' del circolo inscritto. • 

,/ , sen-U Iisen'hc A , , ,, . 
~ "tot — %-^^ cas -'H c0 J-6+c0f.c-l) 

1 P 

La i.* equivale alla 2. 1 di ^' purché vi si 
ponga •hbfl'C per £ , c. Infatti se d è il cen- 
tro del circolo inscritto (F. 1 23) si sa (Geom.) 
che le rette ad, bd , ed, bisecano gli angoli 
respettivi. Per la 2." si osservi che , dall' eq. 
b-\-c~v—a risulta >(j-j-c)= t- -u'a e però 
sen. t = cos'>V' a. Avvertasi che la i.» 

espressione di r" divisa per la i,' di V, dà 

4«M.'f,(£tO"B-''> Sifn.'ijC a km. (■ibb.o4s™. , iJ, btm.'HiCTl 
«n. bsenj.^o!. i)([-£0i.0 - »I.%OI.C cob.C**c>i B 

(.'o^.a-^coj.à4-£.-of.c-x concluderà ec. 
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La 3." esprime una verità già nota , cioè che" 
r'.p dev'essere =$(*) 

Se C=B=A lai.» di r" si cangia in r"=^-.Per 
rapporto al trigono isogono si hanno dunque 
ltt seg. forinole 

^lA/=d^==dL.s=n.^ Vò: quindi 

r'=ìr", Sjp=3rV3= 6r'V3 , J= s hAr'= ! '. ^r"* 
Le forinole prec. debbonsi all'uopo combina- 
te coi sistemi (a), (a'), ((3), (219, 244), e di lai 
combinazione, non sempre tacile, abbiamo dati 
molti esemp) ne "' QP- < ? t ' a ." a c l Uiile ci ^P" 
portiamo. Eccone alcuni altri. 

* §. 255 Probi. i.° Risolvere il trigono di cui 
SÌ conosce il perimetro , la superficie ed uno 
tlégli elementi che seguono, cioè, un angolo, 
un lato, una perpendicolare. Soluz. M Chiaman- 
do & l' angolo dato 1' eq. £ del probi, sono. 
.J^B+C=af>, *.BiCsen.a=$, B\C~iBCeos.a=J.'. 
Dalla n* j S^Oap^idalIa a." B.C=JL| ... (■) 
La 3> , siccome equivalente a 
(B+C)'^BiC(i J r <;os.a)=J' si riduce a 

f) Nd Tntt tal. ^ Tris «■ I- « "'■a™ 0 P"^" «* forIEca " ■ 
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G6ouwnnhtm A=p-L(J-jcot.à).l lati B,C 
si hanno dall' eq.' (i). 

r 

p sostituendo un quadrato (f (= s), si scuopre 
un teorema elegante , eioè p :p+q : :p—q-.A, 
Supponendo A il lato cognito nel».* probi., 
pongasi £+C(=2p-^A)=p : quindi B=/?'arC, 
e ia 4." forinola di s si cangia in 

s=V[p(p-A) (p-p'+C) (p-C)] ... (a) 

Sia p{p~A)=h ,p—^=h e si avrà 

Quindi C= j p-A + y(*^fc j 
e però |^ T ^-^]j 

Nel probi. 3." è^=-H. Dunque B=2/>- ^-C.Sia 
ap— ?f=p' : sostituito p'-C per B nella 5." di 
s si ritrova, l'eq. (2) ;da essa 
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* 5 256 Probi. 2." si vuol risolvere il trigo- 
no di cui si conoscono gli elementi A', db , 
dove a'b è il sfinimento di A verso b . Soluz. 
Abbiamo 

A'z=Gsen.bS= Sì—, a'B=Ccos.b. 

La somma delle ultime due alzate al qua. 
tirato dà Q±V [ a -i'-M; - ] che diremo h : quindi 




§. 257 Probi. 3.° Dato il perimetro ed il pro- 
dotto de' lati di un trigono ortogonale trovare 
Ì lati. Soluz." Chiamando A l'ipotenusa l'eq} 
del probi, sono: 

A+B^C= 2 P , ABC^q , A-=B' \ O. 

Dalle due prime [B+C=vp-A, B&= £ ] ... (i) 

Ma A" = (5 + C)'-2fiC: dunque A'^p-Aj- % , 

e quindi A==^p± V/^f-| • 

Altro non resta che sostituire questo valor» 
nell'eq.' fi) e dedurne 
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jt'= * j a p - A qr. y ( *p «). _ 'J | 

Probi» 4-" Conoscendosi le perpendicolari sì 
deduce ( F." 29. ) 

£ = ^,C=^% quindi 

Nello stesso modo si trova un altro angolo, 
| lati si hanno dalle forinole 

a j^ B sen.c Csen.b j g sen. a 

SEZIONE IL 

TETRA GONOMET MA RETTILINEA 

£?QZK>ni preliminari, 

* $. 258. cinque elementi di un tea 

tragono fra' quali almeno due lati e non più 
di tre angoli, determinare gli elementi ignoti 
è un probi, generalmente solubile e costituì* 
sce il soggetto della tetra gonometria . La som-, 
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ina degli arinoli interni essendod'altronde co- 
gnita (Gcoin.* ) si tratta di assegnare due 
distinte e semplici eq." fra gli elementi della 
figura proposta . Se ciò riesca , la solubilità 
del probi, è provata, e sì hanno nel tempo 
stesso i mezzi con cui procedere alla soluzio- 
ne. . A tale oggetto è necessario premettere lina 
speciale trasformazione dell' eq. 1 (a) (219). 
Adottati i simboli della F.' 24 si ha 

a'^b\c— 2T,sen.c'=-seii(a'i.b') , sen(a'+b'ic')=o t 

ed all' eq.^en.a'—Bien.c' può sostituirsi 

Asen..a'^Bsen{a- s r b')-\-Csen(a+b' J td)=o...A 

Nell'eq. Bsen.b'~Csen.a' si ponga — sen(a'\c] 
per sen.6', 

indi cos.(a'~\-è') per cos-c', — sen. (a'-\-b') per 
sen.c' , e si avrà 

Csen ,d+Bsen.a'cos(a\ b'y*Bcos .a 'sen(a '$b ')= O , 
eq, che aggiunta à 

- cos.a'{Asen.a'-\-Bsen.(a'- ì s-b'f^=o produce 
Acos.a ^Bcos.^a ^b'^JrCcos.fa ^i\c)—o ... B 
L' eq.' A,B sono le trasformate richieste . 
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CAPITOLO I 



Diretta risoluzione de' tetragoni, 

* 5j. a5g. Pongasi 

JF.' 25) hca=c , h 'cl=y , lda=<d' , lch=Q, 
2 y'=c'-\-p—r e si avrà 

(«)... .c<w(a'^.V)| W o4(«>V)+C^"-)]» = 

— C (wpco*(«'-|-i'-|-c')+je,2 ien(«'-Ì-A'~f c') 

(A)...<w(V ^ >y)'j=» ; [(o'JiV)4(M'-'r)]S a 

Nella sfessa guisa 

(c)--.Je«fa'4Ì'47')=— tos.£ Jen (a'jÌV>-s™Pcos.(a'jJV) " 

Quindi [C«)+(c)lC- 0 , [(i)+(0]-D-o, cioè 
Ccos {a'-J^b'-^y'yÀr-D cos.(a-f-b'-{- y'+d 1 )^— 
cos(_a+i-+c)(Cco S .-p+Dcos.(<p+d'))-ì- 
sen(a^ò'±cXC's e n.p+Dsen.&+d')) , 

e fierchè, nel trigono acd (teor. A,B §. 258) si ha 
Tom. IL / . . 
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risulta 

Cosi i teor. cit. , sostiuendo 1' espressione dì 

Ccos(a' +&'-¥</) , Cren(a r -l-A'i-c'), 
iodi zero per sen(a'+b J +y'~\^d') ed 1 per 
cos{a'-\-ò'+r'-\-d') , si adattano ai tetragoni e 
prendono la forma 

E. ..À l >« , *B M < B '+i')iCto<'''W'+)' , )io™< a '+* , +J'V')==a 

In grazia della simmetria scrivasi C per C ,o' 
per y , ed avvertendo che a'+b'\c' =2t— a , 
si ayrk 

F. ..AcosM^Bcos{a' J r 6 r )-{-CciysJ'-\-D=ro, 

eq. ! alla a." delle quaK può sostituirsi la dine-? 
renza fra la i> moltiplicata per còs.a e la 2.* 
per sen.a , cioè 

Dsen.a'-\-Csen(a-\-d')-BsenJ>'=0 , , . 00 
' La risoluzione di un tetragono si riduce a 
tre probi, i • che si abbiano due lati e gli an- 
goli : 2.° tre lati e due angoli : 3.' un angolo 
ed 1 lati : soddisfassi a tutti col sistema dell' 
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Per considerare il caso che un angolo sia 
rientrante basta concepire trasferito [F.* 27] il 
punto c in c, , il che suppone mutato il segno di 
eh , e bcd >• 200." : Si passa alla forma bd,ca 
dove cd t sta in luogo del lato C, ad, del 
lato D , cangiando il segno di ed , dh , eh, 
cad, d. Ciò suppone il punto d trasferito 
in d, . 

*§26o.Il probi. i.° abbraccia sei casi, cioè 
le combinazioni binarie de' lati e si riducono 
a due, cioè che i lati cogniti sieno contigui 
ovvero opposti. 

i.° Conoscendosi -*,£,Ie(i), (2) danno 



D= [Bsen . b'— C sai ( a'+ d')'} t sen .a 
Le diagonali si calcolano con le formole (f3) (244) 
Se a-='i±v=c il tetragono è birettangolo in- 
scrittibile: si ha b'=ir— b, a'~ n.v=c',d =2t 
-(*4-A') = 9— b' = b; 

iV-f *') = «"i Ql.T—è'} =— tot. b,un.£=sea.b, 

< rnCn'+ i /') =: K B cv.T+i>=o)».i. Per conseguenza 



C 1 ) Quegli 1 pirecchie delle K g. forinole non differiscono di quelli 
che MmcAeroni con geometrico nudici di (Sei I mei. le rinlracciò, e lenii 
iimvrtmiw, rroivut »,1 Lib. IV. d.'moi °n*L per 6 Ii >! .io. e mori, 
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e nelHpot. di B=A risulta D=C~Alan'!,ò 
(224 ri." n.) Inogni caso C+D^(A+B)tan.-i,b; 
si ha inoltre _ 

— sm, , ,4—Baa.b^,-, u ^ \- If-^ABc B s .1 ^ no 

K^va^H-C-STT"^ ^ =V[ J=W 

J dati essendo B , D si ottiene 

* 261. Il a," probi, comprende tre casi, 
cioè che si abbiano tre lati qualunque A, B, C, 
ed inoltre due angoli clic posso n'essere i.° com- 
presi fra lati cogniti:. 2. 0 uno compreso e 
l'altro adiacente a D: 3." ambedue adiacenti 
a D, Nel 2. 0 caso si ha 

Nel i-° caso si cerchi la diagonale bd e risola 
vasi il trigono bcd(T.* 26), indi il trigono bad, 
Nel 3.° fa d'uopo calcolare b mediante l'eq. (1). 

*§. 262. Soddisfassi al 3° probi, detenni-* 
nanao la diagonale opposta all'angolo cognito, 
indi l'angolo opposto al prec. Cosi il probi, 
si riduce al 3>° 

*§. 263. Trattandosi di un trapezio, onde 
sia per es. Q B parallelo, a D, bastano quattro 
elementi. Di fatto b'~a, o'—4, d'=c, 

a~\-b=r e l'eq. 1 (1), (2) divengono 

[45En.J-Cj« n . e =o,CO-S)«n.* + P«nC* + cJ = '>]M£3) 
„ . ,. A^iBD-B'- C'-Z» 

Quindi co*.o = — *ctò-p) 
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* §. 264. Iii un tetragono inscrittibile e b-\-d 
1 = a + c=T; quindi b' ( = *■— A)=t~(t— d)=^d, 
o'^W^^^-r.el'eq. 1 [i],Ì>3 divengono 

Lo«i»:«-tì«»('H<0-fl«™.<i*i<>J V 

e perà bastano quattro elementi fra' quali non 
sienvi gli angoli opposti. 

Per rnnteiiipl.u'e il trapezio inscrittibile sia 
£ parallelo a D. Risulta *'= a /quindi a=d 
e l'eq.' (4) si trasformano in 

J = C, D-zCcos.d=E. 
Dunque bastano tre. lati o due lati ed un an- 
golo. . 

*§ 265. Per appurare gli angoli di un te- 
tragono inscrittibile di cui si conoscono 1 lati, 
deducasi la diagonale che unisce gli estremi 
di A , B , cioè ' ; 

pongasi -cos. b per cos.d, e facendo il qua- 
di;ito si avrà 



(...(5) 



Così (Jb+BC)^ t=~ w+ir-v-o-) \ 
I teorèmi 1F=A(*BD ,| , di cui nella 

Geometria , danno 
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, A' * fi* — E' A* -r B' — C~ D' 

Dunque cos.b^—^-^ *a+*cd) ' 

e facendo A+ B-\-&\-D=iq siha-^^-* ossia 

,„„ . ,, A— ( C+ =^ ■+C~D-BXB*C+D-A) 
(«il. ho ( A .+ B y-(c__ D y (j.+B-+C^DX-4-<-B+-D-C) 

vale a dire tan.^ò = V* (y— A) (17— 2ì)i 

Le forinole (4), (5), (6) risolvono il tetragono in- 
scrittibile in uno qualunque de' tre casi generali 
a cui l'anzidetta risoluzione rtducesi, cioè 1 che 
si abbiano i lati: 2." tre lati edun angolo: 3." due 
lati e due angoli. 

* §. 266. Per contemplare il tetragono in- 
scrittibile e birettangolo, non trapezio, die 
abbia cioè due angoli retti opposti, onde sìa 
per es.» a=c=v. », si osservi che le formole 
(4) divengono 

[A-rBcos.d — Cu-n.d—a, D — Ccos.d — Bsea.d=o]...(^) 

Basta moltiplicare la 1 .■ per O ed aggiungerla 
alla 2.' moltiplicata per B onde avere 

se n .d=(AC+BD );{B'^C)., 

Sieno dati per es." A, D e vogliansi B , C. 
La i. m delle formole {7) dà 

B=(Csen.d~A): cos.d. .* 

Mediante questa espressione si ha dalla 2.* 
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C=4 (Dcos.d-\-As6n.d) e però 
B=y(Dsen.d-hcos.d). 

Le forinole (7) soddisfanno al seg. Probi. Date 
di posizione in un piano due rette, e dato 
per rapporto ad esse un punto, condurre una 
retta pel punto dato in guisa, che tenda al 
concorso delle rette date. 

* §. 267. Sia un tetragono circoscrìttibile al 
circolo. Attesa l'eguaglianza delle tangenti con- 
dotte da un punto esterno, si ha B-\-D=Ar\-C 
Questa combinata con l'eq. 1 [1], [a], che di- 



A sen >a — B sen (a-\-b) = Csen .di rfl -i 
Dsen.a- Csen (a-\-d) = Bsen. b \ "L OJ 

risolve il tetragono per mezzo dì quattro ele- 
menti' fra' quali siavi almeno un angolo. 

Se D parallelo a B è a=b' , l'eq.' [1], [2] 
prendono la forma 

Ase n .a — C K i l .d = o, (D~B) ien.a~£sen ( a -\-d)=^o 

e combinate con S-\-D^A-\-C risolvono il 
tetragono per mezzo di tre elementi fra'quali 
almeno un Iato. 

* §. 268. Può darsi finalmente che il tetra- 
gono sia circoscrìttibile e hirettangolo non tra- 
pezio, onde abbiasi per es.° b=d=='U r. In tal 
caso l'eq. 1 (8) divengono 

Asen.a— Bcoi.o=C, Dsen.a — Ccoi.a = S 
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Dalla i» moltiplicata per C tolgasi la z. 1 molti- 
plicata per B e si avrà [BO-ACJ sen.a^B? -O . 

* 5. 269. Sia S il punto in cui s' incontrano 
le perpendicolari, cP, &Q, aR [F.* ag.J 



nP==EcDJ.n, aQt=Ccoì.a, cQ=Acos.c , cR = Bco> -e. 
hP=.Acosx}bR=zCcos.b, 

richiamata la forinola 

hd= J^VtA^B'-aABraj.ijtaGo] si ha 
a S = C ™ ' Vffi-I-C 1 ^2BCtW]=Alg^ 

C S = ^fv-fA'+B'-zABco^C^i 
+ £5 4- -t— \cos.a '+ cot . b +cos.c] 

= [211 n.°IV.:] 2r'[t;o,f .«-^-C0tf.£4~ c<w - C ] 
Ma [201 for.((3)] 

cot. a* cos.b + co S .c= * - %A . B ' 

[*) Condotto 1111 circolo per a , J> , <?,S , un iliro por b. P, O, e ri- 



Digitized by Google 



■ 3 7 

**^hc~ *~ ° ~ A ' J + B ^ ~° ~ ff ) +CCj ** — c ' J] 

= ' +lhc t B + C - A l C A +C-B] [A+B-C], ed 
. r_J [p-k][p--e,]\p^C\ . ABC 

Dunque oS-+iÌ-fc^=ir'[i-f £-]=a(r'-i-r"), cioè; 

Teor. Zjx somma delle distanze tra i vertici 
e l'incontro delle, perpendicolari eguaglia il 
diametro del circolo inscritto, più quello del 
circoscritto. 

* J. 270 Se dal centro dei circolo circoscritto 
si conducono le perpendicolari S , J' , 3" sui re- 
spettivi lati A , B, C, si ha 

ì^r' cos ' a $=r C SS£. S , "—r' cos ' c • 
Quindi 

3-\-S / -\-ì"=^r'(cos.a4£OS.è^cos.c)=r^n~ )=r±r' 
e per conseguenza: 

Teor, La somma delle distanze fra il centro 
del circolo circoscritto ed i lati, eguaglia quella 
de' raggi dà circoli circoscritto ea inscritto. 
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CAPITOLO U 

Indiretta risoluzione de' tetragoni 

* 2? i Gli elementi secondar} a cui ci lU 
imitiamo sono l. b le diagonali : 2.* l' angolo che 
ì lati opposti , e quello che le diagonali fanno 
tra loro : 3." la somma di due successivi angoli 
del tetragono: 4. 0 i semmenti delle diagonali: 
5," la superficie del tetragono : 6.° il suo peri- 
toetroi 

Sia at = E(F.*$o)bd=F,£F=&,BF=y< 
J)all' eq. A=(3-f-y, prendendo il coseno di cia- 
scun membro si deduce 

3én.pSen.?=cos.pcos.y— cosà . . . (G) 

Fatto il quadrato sostituiscasi 1 -cos' per sen. 
K si avrà 

l^os. t b-vos'p-*?os'y-\-2cos.bcos.{ìcos.y=Oi., (Jl) 



Dunque 

À.-(?±A. t C+B'I) t +B t D' + F'E\F*È' 1 
jA- J B*[C"4-Z>*] + A'C[^- r £* +J P] + 
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eq. derivativa di 2.» grado , altrimenti ottenuta 
da Lexell ed Euler, che soddisfa all'ipot. deL 
n.* i.° 

* §. 272 Siccome [f." 26] 
cos.a'=.-cos.aj;os.ct=-cos.d,cos\a \b'~) =cos\t*b. d] 
^—cos.B.D , l'eq. F del §. 25g st cangia in 

Bcos.B.D=D—AcosJt—Ccos.d , 
ed equivale & 

, , i^per A , +-D'~2A2)coì.« 
e sostituendo S 

e E' per C*+/)*— aG^coj.^ 

si riduce a sBBcos.ÉD^E^F'-A'-C' . 
Con lo stesso metodo si trova 

2ACcos.ÀC=--B'+£r~E , -F-. 
Pongasi ai=m , ci^m' ; dì~n , bh=ri, e siccome 
m'^n'-2mncosE.F==D'-,m''^.n.''-2m'ncos.E.F=B; 
si 3LVram\nJ^''\n''~zcos,E.F[nin^m'n]^B-^2)\ 
Ma m*-[j/t"=E'..2/»m' ; n'±ri'=F-2nn' : Dunque 
E\F=B\D'^2{mm\nn''\\2cos.E'F\mn^nn'} 



Così dall'essere 
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si deducé 

È' -t-f =À *Ó + a(mw +-n»')— ìCoi.E*F('nn'-±m'n} 

e sottraendo questa dalla prec. 

iE> Fcos. E^F— A 1 +C 1 — B» ~D Z . 

Si ha dunque il sistema 

nBDcos.BÌD— E'+F^-A* -O ,1 
2AC cos. A£Ì = B» -ffl* —E' -F* M L J 
2EFcos.e".F=A* +C* — B» 

11 sistema delle [i], [I] risolve il tetragono' 
quando si conoscono cinque degli elementi 

À, B, C, A J\ A^C, B,D , e".F. 

* §. 2j3. Per soddisfare aU'ipot. clie si cono-- 
scano i lati e la somma di due angoli interni 
successivi, si restituisca nelle due prime eq. 

(LJ; ~cas(a'-+i') pe* coi.È.D, —cos(*!*-d"}=tos.A-C 

e sommandole si avrà 

BÒ coi (n'4-i') 4- ACws (a ' W) = +^ — ^ — ]~(M) 

Siccóme le indicazioni A, B, C, D,, sono in 
nostro arbitrio possiamo supporre dato l'ele- 
mento a'+b'= k. Dall'eq. [Mjtraggasi a'-\-d'=L- 
si rappresenti a-\-b per ti , .a-\-d per k' , e si 
avranno gli angoli per mezzo dell'eq. 5 

a*b = h' , a + d=k', d-fc=^ir—h',c-<-b=2T — k'. 
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* §. 274. Varie sono l'eq.' affette dai sem- 
menti «elle diagonali il cui uso può riuscire 
opportuno. Si ha primieramente 

p,, _, m „ eos. eV=0" , m" * «• «m'n tot. e".F= O l ™j 

Sostituendo nelle due prime E—m per jn, e 
sottraendo la 1. 1 dalla" 2. a si ottiene 

sa . E coj . £.F= Ì»* + im.E — B* .-. . (0} 

La sostituzione di E— w per m nella 3.* dà, 
sottraendo come sopra, 

3n'E(.vs-E.F=A'— B' — imE-S* ■ 

La 4.' , se vi s) sostituisce F—n per r^' sicarb 
già in 

e tolta da questa la 1. 1 delle [N] resta 

Qui si ponga - z J ^^ gj z gl per », valor? 

tratto dall' eq. [O], indi 

^' * C 'ag> ~" ~ I 161 " eos B-F> espressione som-? 
ministrata dalla 3." [L] e si avrà 

-D' HE 1 F* ] =£(/** fO' ^')0P W -C CO' -fi* •(?*) 

Se E.F='hv risulta 
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W= Je = ÌE ; 

D'+P — A- t _ J& —F — D' 

* 275. Chiamaniio ^ l'aja di un tetragono si 
ha [F. 1 27] 

forinola che ne ha tre altre analoghe, e sup- 
pone dati tre lati e gli angoli intercetti. 

Sostituendo pr D, ed elimi- 

nando un angolo mediante l'ecj. o~t- & - | c~ hd =r 
si ha s espressa per due lati e tre angoli. 
I trigoni formati dalle diagonali danno 

1= 1. sen. rfìF m') n-* (m + m>']= '/• E.Fsm- SS. 

Due tetragoni sono dunque equivalenti se le 
loro diagonali respeltivè stanno in ragione 
reciproca e sono, egualmente inclinate fra loro. 
La prec. e la 3." delle [L] danno 

t = 'h(J< *-CE<~F —Tr ).wn- E*f 

* § 276. Probi. Dati cinque degli elementi 
A,B,C,D,£',a!c[F.' 26.] risolvere il tetra- 
gono. Soluz.™ Se si conoscono tutti i lati si 
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donga t— A.C— d! pero' nell'eq.' (i),(2)esiavram 
no due eq. ( aflette dalle sole incognite b' , d'. 

Qualora vogliasi un lato , per es." D , si faccia 
w A.tj = h onde ayere 

4 m {h-d') + B «n [ i-j-^l^ra,.^ 

xiat(h-rd')+Ciai.h— Bsca.f = 6. 

Palla i.» , facendo h + b~fé si ritrae 

C+B aa^A 



Dunque x= 



Trovato d si deduce a'— t—X-C^d' ed il te* 
tragono è risoluto. 

*§. 277. Se il tetragono proposto sia inscrit-: 
tibìle e gli elementi dati siedo le diagonali e 
due lati ovvero tre lati ed una diagonale, gjoi 
vano le formolo 



SÌ ricorre alla 3.» delle (L) (272) phe diyieiw 

«e si conosce E.F. 

Quando fra gli elementi cogniti yi è l'aja, 
può essere opportuna la l'orinola 
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■>*V<AC~BDWl>-{ ^ Ac + Ba> )■] 

ch'equivale ad 'bE.Fsen.E.F e si può mettere 
sotto la forma 

/[(v-A)( ? -B)( v -C)( 9 -/>)] 

278. Probi. Risolvere il trapezio di cui si 
hanno gli angoli, il perimetro e la superficie. 
Soluz." 0 Oltre l'eq. 1 (3) (263) sussistono le seg.' 

A-*- b-+ C-i-D = nq , '/. ABcot .n-c CDcos . c = s 

Dunque 27-B-C-D (=A)=C [*] e so- 
stituita questa espressione di A nella 2." delle 
prec. ottiensi 

BC~ & co S .a-J r CT)cOS.C = 2S. 

-Sia^= a , ' F "- ecos -> fl ,-Ì- =y { ^t^.J» 

iin.b 'cot.cseit.i r 'eos.c jen.i 

e si avranno l'eq. 1 

B+ D = nq,pBC+CD = ys,D~ B*-Sc=o 

l'ultima delle quali è la 2.» dell'eq. 1 (3) . 
Eliminando D dalle due prime si ritrae 

3fl+ C{l + «-^)=I f , 5CC(3 + , ) 1 _ = y s 

e queste, mediante la eliminazione di B danno 



(#+■)(»+•+') (fi+. )(»+«+.) 

CJ Vt E( i h ddl' cq,i (3) mi i. iU. 
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Trovato C si ha B=?— 1.C (i 

D=B+JC, A=C~ 



SEZIONE III. 
Saggio sulla Poligonometria. 



5.279. Vjon l'artifizio del g 25o. i teor, C,D 
del § Stesso si estendono al pentagono, e fa- 
cendo o'-(-*'+c'-r-cf'=2T— e'.... (1) si hanno 
l'eq.* 

^« n .a'+*««C«'+i')+C» B ( a '+Ì'+c')-i><m. e '=o.'.W 
Ac OS * , +Bcoi(B--\-b') + Ccps(a , + b'+c')+ E=a 

alla 2/ delle quali può sostituirsi la differenza 
fra la 1." moltiplicata per cos.a'.e la 2.» per 
ieri. a' , cioè 

Eica.*' + Dten( a , +e-) — Cm(b'+c') — Bsen.b' = o...(3) 

Dati tre lati e quattro angoli, si deduce il 5.° 
angolo dall'eq. (1), si hanno i lati richiesti 
per mezzo dell'equazioni (2), (3). 

Qualora poi gli elementi ignoti sieno un lato 
D e gli angoli adiacenti d, e, dall'eq. (1) trag- 
gasi seri . e , indi si deduca ì—sen* .e'; l'espres- 
sione ottenuta si eguagli a quella di co*." *' 
ricavata dall'eq. (3) e sì avrà 
Tom. IL k 



Digitized by Google 



146 

D' -4-S* +-ìABcos.b'-fi,BCcQt.c-t-4i4Ec<is.a'+* 
*ACcoi(b'+ 0«8£«« (o'+-*'>iECfcojCo'j-A , + c'J . 

Torna però meglio condurre fa diagonale per 
gli estremi de' lati A,B; e risolvere il trigono 
ed il tetragono ne' quali la figura viene spartita. 
Per gli esagoni si ha il sistema 

A j™ - a'- B ssa (a'* b") * Csm (a V5'*c> 

D KB («' +*'-*■ c' -wf) — Esen .f' = o 

Fsai. «'* E «.« (a'*/') - D ssn (AWW^ — C ren (*.'+■ a") 

— Biat.b'=0 

Dati B, C, E, F e gli angoli si ha subito 

formola indicata da Mascheroni (Libi V.Prob.7) 
Ignorandosi F, e,/ si deduce dalla i" 
ed F dalla 2 * , e se gli elementi ignoti sieno 
A, e, •/, si determina / eon la 2 * , A con 
la 1.». 

Il metodo sopra tenuto ed i respettivi ri- 
sultameli si possono rendere generali. In tal 
guisa ottiensi (Tratt. Anal. di Trig.'" ec. $. i52. 
ec.) la soluzione di parecchi quesiti spettanti 
alla risoluzione di un m."™ la quale ha per 
oggetto di soddisfare al seg. non meno vasto 
che difficile probi, generale. Dati ai»— 3 ele- 
menti, fra' quali almeno in — 2 lati, e non più 
di m—i angoli, calcolare gli elementi ignoti. 
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SEZIONE IV. 



Risoluzione de' Tetraedri. 



§. 280. v_T li elementi prima rj per dicuimezr- 
7.0 si procede alla diretta risoluzione di qual- 
sivoglia tetraedro sono 36, cioè i sei spigoli, 
i dodici angoli degli spigoli tra di loro, 1 do- 
dici ch'essi tanno con le facce, ed i sei angoli 
diedri delle facce stesse. Si annoverano fra gli 
elementi secondarj le perpendicolari condotte 
da ciascun vertice sulla faccia opposta, i rag- 
gi delle sfere, inscrìtta e circoscritta, la super- 
ficie, la solidità ec. 

Sei elementi, de'quali uno almeno sia linea- 
re, bastano per determinare un tetraedro e 
quindi per risolverlo. Tralasciato il probi, ge- 
nerale, che Suppone dati sei elementi qualun- 
que, purché non tutti angolari, probi, che 
richiederebbe Un volume, noi di proposito ci 
occuperemo di un solo caso, contemplato da 
Lagrange (Acad. de Berlin 1773) e da Carnot 
(Sur la rélalion entre ìes distances resp/'t-iiv/'S 
de cint] points) cioè die gti elementi dati sieno 
gli spigoli. Non seguiremo però l'astniso me- 
todo delle projezioni tenuto dal 'primo, nè 
tutta l'analisi trigonometrica, sovente assai 
prolissa e men' opportuna, adoperata dal se- 
condo; ed incidentemente profitteremo degli 
elementi angolari, ora sostituendoli agli spigoli, 
ora rintracciando fra di essi qualche prege- 
vole rapporto. 
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Siccome la notazione simmetrica adottata 
per li trigoni e per li tetragoni, non è qui 
ai alcun uso, nell'eq. 1 fra i lati e le diago- 
nali di un tetragono scriveremo 

n, m, >j, s, p, r in vece di A, B, C,D,E, F, 

Così (F.- 32.) l'eq, (1) del $. 271. diviene 

+m° o' />' -f W 9' f I- J- +/>' <f «■ 

-m'^O'+.'ì-pM'Cm'+r') 
-»•*&>■+«■)-)>■ f 

e si riferisce (5-cit.) anche ad un tetragono di 2" 
specie espresso con la F-* 33. Per vederlo basta 
fare 

c%e=b, cbd=$, ebd^y; 

prendere il coseno di ciascun membra dell'eq. 

j, ; ricavarne l'eq. (H) del §. cit., e so- 
stituirvi l'espressione di cos.b, cos.$, cos.y, 
per i lati che respettivamente comprendono 

l, k 7- 

Per calcolare la perpendicolare AE (~x) (F.* 34) 
si applichi ,l' eq. (A) al tetragono BCDE i cui 
simboli coincidono con quelli della F.* 33 , e 
sostituendo in (A) §* — per g* , A*— j.'per 
7-, f'—x' per j* , si avrà 



=o....(A) 
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M Wi 'l-M u yv ™y—m<—n*—p* ) * 

<-■ >v * »* ■■ a" * -»'/' i - * **r *' ) - 
(«■ *-«<>■ *■ ■»»■/■ i" *»■ «' *■ ) - 

<n" g' 4-n>' h' *-p' f h' ft' ) 

Dicasi B la base BCD, (*) A" la somma de' 
prodotti delle quarte potenze di ciascuno spi- 
golo pel quadrato dello spigolo opposto, A' la 
somma de' quattro che vengono dopo, A quel- 
la degli ultimi dodici e si avrà 

J= ,,' / t A - A '- A ") ....(,) 

Questa forinola fa serie con quelle che tro- 
veremo , ma dà per x un'espressione troppo 
complicata e dipendente da sei elementi men- 
tre ne bastano quattro. 

Se h=g=f e p=n=m si haB =-km'V5 ed 

Difatto il raggio r" del circolo circoscritto al 
trigono isogono il cui lato aia m è ( 254 n * 
T~> laonde x=V(/'-r") ■ 

Se il tetraedro è regolare si ha/=m ed 
x=mV-h (b) 

§. 281; "Dal centro E del circolo circoscritto 
alla base BCD ( F." prec. ) si tirino le perpen- 

<*> Vtu, .li Jisbiinria» MI» f.rmoli di .. <»»). 
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dicolari EI, EG , sui respettivi lati BC, CD, 
e si prolunghi la GE finché incontri in H il lato 
BC . Risulta 

GH=CGlanJi£i,CB= CG a , IH- GG a - CI ; 
. ed attesa la somiglianza di EHI, GHC-, 

P ,_CG HI_Hl CG CI ' CG-^CÌcésMu, " 



Dunque £F g + 5? )= 5* +( Y 

ed ^E(=Vi>— EC )=■ ' A V(i» ww .»„ti— C/' — CG* |iCi.C&OJ.n!'n) 

forinola che sostituendo i —cos' ma per f en.' mo, 

hcos.mh per CI.feoj.nA per CG, si riduce fra 
quattro elementi cioè 

j= >•<■— coi.' bjr-cm.' mk-cot' nA*-asDs,mit cos.mltDi.nii),., (5) 



forinola interessante di cui profitteremo. 
Chiamando B, B', B", B'", la superficie delle 
4 respettive facce trigonali, ed S la superficie 
del tetraedro si ha 

■S=B-f-B'+B'H-B'"...(3) 

La solidità è 

*(-»*-BJ = *.V (A-A'-A';) ... (4) 
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e sostituendo l'espressione d'x data dalla for- 
mola (2) ed itm.nsen.mn per B risulta 

- £— *^ V / ('— ™" «DS'orà— cgs (Ì4-HMoi.n'l nC Di.ii/, C os.A)..<5) 

Sia per brevità mh=t J mn~$, nh=y. 

si osservi che 1 -«a*.* y=(i-co j.'/3) (i-coj. 5 >•)- 
CW.' (3 COj." y sen .' (3 sen.' y -cos.' jicos.' y , 
e si vedrà che la funzione sotto il radicale della 
forinola (5) equivale a 

sen.* fisen.* y — (cos.a— cos.&cos.y) x ossia a 
(sen.0sen.y+cos.a-cos.fk:os.y)(sen.psen.y-cosa+ 
cos.pcos.y)=[cos.tt~cos.(p-\-y)]lcos(p-y)-cos.&]. 
Ma (224 n» ffl.) 

C0S.x—cos.Y=2sen.'l. (x-\-y) ten.1. {x—y) : 
Dunque 

£= Sp V[sen.%^^ r y)sen.1.(^ r y- a ) 
sen. 1. (m+p-y)im. V. 0+7-/*)] ... (6) 
forinola elegante da cui se y~ /3=« si ritrae 

2= hmnV (sen.'h « jen 3 ,«•#)„. (c) 
La forraola (4) quando f=g=h si cangia in 

. S = >. Vi 6A 1 B' -m»n* (d) 
e se anche h=p=n=m si ha pel tetraedro 
regolare S =j£- (e) 
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Il romboide la cui altezza è jt, la base 2B 
è sestuplo del tetraedro di eguale altezza e 
la cui base è B. Dunque la solidità del rom- 
boide sud." è = al doppio dalla forinola (6). 

§. 282. Conducendo dal centro della sfera 
inscritta una retta a ciascuno arigloide ne na- 
no quattro tetraedri la cui altezza è uguale 
raggio t di detta sfera. Quindi 

S = V.S (f) 

Dunque, richiamando la formola (4) si. ha 

3"fSQ.-...<à 

Il confronto della espressione ''*x.B di Dcon 
■ftSpdà x.B:=Sf- ma nel tetraedro regolare 
i$=4B ed x=mV-/»; dunque nel tetraedro 
suddetto 

Oltre la sfera inscritta ve ne sono quattro 
che toccano internamente tre facce prolungate, 
e toccano la A.* dalla parte esterna. Il raggio 
di queste si na dalla formola (7) purché si 
riguardi come negativa quella taccia che è 
toccata esternamente. 

§ 283. Per determinare il raggio p' della sfera 
circoscritta si conduca dal centro di essa una 
retta a ciascun vertice , onde ne provengano 
quattro tetraedri aventi gli spigoli del vertice 
tutti eguali a j>'. Si esprima la solidità di cia- 
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senno mediante la forinola (d) , ed eguaglian- 
do la Somma con la forinola (4) si avrà 

[i6 f ''fi'— m' + % ' [i6f'* B'~ /•*■»'] + 
■/» K[,6f '■ fi '• g-p> 1+ V» ' [.6 f ''fi"" -g- «• ]+ 

Se tutti gli* spigoli sono eguali ad m il 1 mem- 
bro, perchè 1 6 B" — 3m* , si riduce a 

*I-V[i6(' . m* — m 6 ); il 2. 0 ad %V ma* , e però 

,'== m y*..;..rh] 

Dunque il raggio dilla sfera inscritta al te- 
traedro regolare sta al raggio della sfera cir- 
coscritta al medesimo come 1 : 3; teor. specioso , 
forse non Deranche osservato. 
Conoscendo t si ha dalla forinola [h]. 



e dalla [h] 




Ciò basta per inscrivere ad una sfera data 

un tetraedro regolare. 

Siccome BE=v / [g- -jC J si ha BE=V[g' 

Nello stesso modo si determinano le altre 
distanze CE , DE. 

La retta ^/(perpendicolare a BC) è =V (AI -x- ); 
ma ^C""'t!WA'iig'A'-«'-*'-'» , )=v ■■ 
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Dunque le fe.W^-^l, (j) 

Cosi trovansi £G, jE,/ 1 . 
(ili angoli piani si hanno mediante le fat- 
inole ((3) del §. 244- Si ha per esempio 

cm«h= ^±p?L (,o) 

Se il tetraedro è regolare il 2." membro 
è — e però ciascun angolo piano di un te- 
traedro regolare é = >hr . 

§. 284 Per determinare un angolo diedro , 
per es.° AIE , si osservicene sen. AIE = -^j • 
e fatte le sostituzioni si avrà 

sen. -<fc-(-~ -^- ""^jfO ' (.,) 

Si ha pure 

sen.ABE{=;cos.BÀE)= ^ J5[Mo^£l (.»). 

Dunque jen . : jen. : : g/w : 2B' . 

e percliè BE=g , - x %CÉ=hr~x',BC=m m , 1" eq. 

co*. Bg^ ^-Kg-JC gomministra 
w.flEC = *'+*•-"'-»■? '. (i3) 
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§. 285 L'eq. 

s\r- 2s rcos. sr(=n')=p'+ m'- zpm cos. prn 

),_ f "'' w _i f „ i " ,w SE "- mn _ il 
sen. pi ««OflW») «en-mr sen^mq) 
, ... , 

1 ' sen.,.! te»-(pi/^0 senC^tn'flJ 

Sen.'pq-sen.'ij.s sen.' mg- sen.'gr 
Si ponga (224 11." FV) 

sen. (p<ì J rqii,en(p(j—qs) per sen.' p?— sen.'^s, 
«n. (nif-f- qr)»en-[mp — 71) per tea." aitj—tta.' qj- , 

e tolte le frazioni si otterrà 

sen. {pq—qs)seH ( nl9 + ijr)-»- sea.(mi/—jr) sea(pq+-q> : ) — 
at sen.pqsen.mi/ coi. ir — sea.qr sen. i/scds. pili) ff) 

eq. che determina uno de' sei àngoli piani com- 
ponenti due angloidi di un tetraedro. 

Fra l'eq. (i) e l'altra analoga relativa agli 
altri due angloidi si calcolano due angoli 
piani. 

Se <jr—f]s~ ioo.* sì ha 
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cos. pi/ cos.m<j=cos.pm-sen.pqsen,mq coi. rs 
eq. die dà la proiezione rs come [260] , cioè 

cos. rs= cos.pm~cos.pa cos. m g [7J 

sta. pq sen. mf 

5. 286. Eliminando tre delle quantità 
B, lì' , B" , B"', per mezzo dell' eq.' 

B=BW B'*B+B'W.B' ! B-hB"'ct«.B"tB, • 
B'^Bcaf. B.ìy+B'WB".B'+B"W.B "3', 
B'^Bctw. BIB '+B'coì.B.B' '-j-B 'W. B"'.B", 
B'"^B cof.BtB"^-B'co J .B\B''4-BW.B*.B ,, » 
si ottiene un' eq. di 2." grado fra i sei angoli 
diedri di un tetraedro , eq. il cui pregio è pu- 
ramente teoretico perchè richiede un calcolo 
estremameute laborioso. 

SEZIONE V. 

Saggio sulla Poliedrometria . 



§. 287. A più semplici elementi da' quali 

fiuò farsi dipendere la risoluzione di un po- 
iedro sono ì.'gli spigoli: 2." gli angoli piatii 
3. "gli angoli diedri: 4-° la superficie di ciascu- 
na f 'uccia : 5." il volume del poliedro . 
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- Per rapporto ad un poliedro può co- 
noscersi i .° lì n.» a de' vertici ; a." L' anzi- 
detto n.° e la figura di una faccia.; 3." Il 
n." stesso ed inoltre il n.° e la figura delle 
fecce tutte: 

Nel |.° caso si richiedono per risolverlo 
3fn-a) elementi j nel 1° 3(n-a>-/» , se la fac- 
cia dinota figura ha 3-J-wTati: nel 3.' iln.° 
degli elementi necessarj è uguale a quello 
degli spigoli. ,. , ' > . 

Per verificare la i .* proposizione si riguar- 
da come base il piano di tre vertici ; il tri- 
gono fatto da questi esige tre elementi ed 
altrettanti n'esige ciascuno degli altri . 

Si verifica la a." proposizione osservando 
che la determinazione della feccia di nota fi- 
gura , e che si suppone presa per base , dir 
pende da cinque elementi s' ella è tetrago- 
na , da sette se pentagona , ec. Il 4-° verti- 
ce nel i.° de' due prec. casi esige dunque due 
elementi , quattro n' esigono il 4° ed il 5." 
nel 2." cago , ec. e però ec. 

La 3.* proposizione è dimostrata da Le- 
gendre ( Geom. Nota Vili ) ma soggiace ad 
eccezione nell'esaedro trigonale, che ha sej 
spigoli , giacché bisognano tre elementi per 
una feccia présa per base , sei per gli altri 
due vertici. 

Attesa la difficoltà della risoluzione di- 
retta , riguardiamo il metodo delle coordi- 
nate , quantunque indiretto ed assai labo- 
rioso , come un espediente assai pregevole , 
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tanto più ch'esso è fecondo di belli e re- 
conditi teoremi. , 

§. 380. Sia un poliedro qualunque ABGDE 
[#•35.1. 

Posta P origine in A e lo spìgolo AB siili' 
asse delle x , le coordinate che servono a sta- 
bilire la posizione di ciascun vertice possono 
indicarsi come segue: 

ÀfoAo] i B(x„o,o), C[x u , ri ,0], D[>„ j 

Facciasi AB=j,, AC=j (( , &Dz=i /u Mr=*.. > &ì.ì 

BC=5.3D=*, t ,BE=j T „ J ec.CD=j.„,,CE=j, 1 ec. 

DE=J, ec. ec. e si avranno per esprimere -il 
valore degli spigoli *(. n[n—i] e«j. ! ,cioè 

(6>...,.^,-*„>-hr',,,+ I *,,, i (7>,..'==Cx,-^.yV»?*»''** 

(9>..,».,^Cx„^„>- + Cr„-j-..) , +^-j 
(,o>. ; * +(r„^r-)' + tyr-*? i *r 

Quindi 
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Sieno le fecce ABC=/, , ABD=/ , ACD=/ W/ 
CBD=f„, ec. e sarà 



(.5)../=./. ^„,f.6)/,=. A *,»•*„/ -h-j- „' , 

Le coordinate essendo elementi ausiliari ed 
estranei al probi. , fa duo pò eliminarle, e pro- 
curarsi fra gli elementi del poliedro un n.° 
di eq.' eguale a quello degli elementi ignoti ; 
e siccome deesi avere in vista la pratica ido- 
neità di tali eq\' , l'operazione onde si tratta 
è sovente assai laboriosa e difficile ; talvolta 
assolutamente impraticabile. 

Sia un poliedro trigonale con 5 vertici , che 
in conseguenza resta determinato per mezzo 
di 3 [5— 2] [=9] elementi, e supponendo- co- 
» gnitio, degli elementi s e , s /r ,s Jti ,s„, i„ t }f„fj^ 

s.s „,J,. f ;,/ ,s.s, ; vogliasi un*eq. che determini 
il decimo. 

Deducasi [a] + [3] + 14]-[?) cioè 

♦<„' +»„,'*».*• =*,/ ir„'**«" +«,„' tv/?.* ■■ 
Dalle [2] , [6], x,' ' — s„' cos.' SfS„i 
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dalla formola [iSl-yJ^Ù. ; 

dalle [3], [n], & l S = 'ù cos ' s ,-*,.i'> 
Laformolafi6]dk j ;i '+K (/ /=4^ , 
e le [4], [20] , x„=s„ cos. s ,s„ : duni 



SEZIONE VI. 
TBIGONOMET RIA SFERICA 
JVozioni Preliminari, 

% 289. Sia abc ( Ff 36) un trigono fatta 
da tre archi di circolo massimo sulla superfi- 
cie di una sfera. Congiunto il centro Q coi 
vei'liei a, b.c., si h'd un aneroide triclini , i 
cui angoli piani hanno per respettiva misura 
j lati A, Bj.G, ed i cui angoli diedri equival- 
gono a' respettivi angoli sferici. Infatti l'ango- 
lo delle tangenti di A, C in b è =A.C, le tan- 
genti sono perpendicolari al raggio QA , cioè 

(*) Veggasi ciò die sul presente argomento i italo magistralmente scrii* 
to negli atti dell - Accio, di Padova c nella ni Geometri; ,i:jjli!ica 
dal Clilarisumo Prof. Cullatili. 
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all'intersezione delle facce Qa&, Qòc, edesi- 
stono in esse: perciò l' angolo sferico A*C (=ò) 
equivale a quello delle facce anzidette. 
. Dunque la somma degli angoli c}te un lato- 
prolungato fa con l'altro è =260° # gli angoli 
opposti al vertice sono eguali. 

§. 230. Tagliando l'angloide cori "n pian© 
perpendicolare ad uno spigolo , per <es> a dQ, - 
ottiensi un trigono rettilineo a b' ci, in cui 
e_=c, ò'<6, a'<a (25 1): dunque la somma 
degli angoli di un trigono sferico è >2oo.° ; 
e perchè ciascuno;, come uguale a quello delle 
tangenti al suo vertice, è <2oo." , la somma 
predetta è <3X2oo." : si prescinde però da' tri- 
goni aventi un lato >2oo." , qua! è il trigo- 
no abcd ( F. a 37 ) la risoluzione del quale di- 
pende da quella del trigono ade. 

L' angolo esterno è dunque minore della som- 
ma de' due interni opposti. 

fi. 291 Abbiami ( K' 38 ) gli archi circolari 
DAE(=A) , DBE (==B) , sottesi dalla stessa cor- 
da DE (=aK), sia CE(=r) il raggio del 1- , 
FE (=/•)< CE quello del 2.", eoi A < 200/ , 
B<:2oo.* Sostituendo successivamente A, 7. B 
per x nella for'mola (L)(^o), moltiplicando per 
2 e sostituendo k per sen.%A , sen.'/.B , si ottiene 

3 




.A s 4- ec. 
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ed ogni termine della i." serie è maggiore del 
corrispondente nella 2.' perchè r<r. Dunque 
A>B e si può stabilire i.° Che un arco dicir- 
colo massimo è il più breve che possa condur- 
si fra due punti di una superficie sferica {*) 
a." ch'esso è tunica misura costante per le 
distanze sferiche : 3* che un lato è minore 
della somma degli altri . Lo stesso vale per gli 

Tli piani di un angloide triedro. 
S93. Prolungando (F.*3o) i lati HF.HG 
tinche s' incontrino in A risulta HFA+HGA 
*=2oo.° ; ma FG<FA-|-GA: dunque la somma 
de' lati di un trigono sf etico, e perciò anche 
quella degli angoli piani di un angloide trie- 
dro è -<4oo.° 

Se nel respettivo piano degli archi AF, AG 
si tirano pel centro C i raggi CB, CD, perpen- 
dicolari al diametro HCA , si ha BCD= all'an- 
golo delle tangenti in H: dunque l'arco BD 
misura FrIG(=FÀG) ed ogni angolo sferico kà 
per misura l'arco che ne taglia i lati a 100 0 
dal vertice. I punti H,A sono i poli dell'arco 
BD : in generale dicesi polo di un arco l' uno 
e 1' altro estremo dell' asse perpendicolare al 
piano dell' arco. 

Siccome l' angolo fatto da due archi eguaglia 
quello de' loro piani si verica i.° che l'assedi 
un cateto giace nel piano dell' altro : 2,° che la 
distanza sferica de' poli di due archi misura 
la loro inclinazione. • 

5- ag3. Sì dimostra mediante la superposi- 

(*) Quandg 4> teofi » collidili I' ureo a *00.°-A. 
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zione che due trigoni sferici , sono eguali quan- 
do tali sono i.° i lati respettivi: 2." due lati 
come sopra e l' angolo compreso : 3." un lato 
ed i respettivi angoli adiacenti: 4-° due latied 
i respettivi angoli opposti. 

Segue dal n.° 2.° I. Che in un trigono iso- 
scele ABC ( F." 40 ) gli angoli À,C, alla base 
sono eguali. Infatti preso BD=-BE i trigoni 
ABD, CBE sono eguali (n.° cit. ) e tali AIJC , 
AEC(n.°i.°): 

Segue II. che per tre punti di una superficie 
sferica sempre pub farsi passare un circolo. 

Condotti gli archi di circolo massimo ab,bc 
(jF."4 1 ) Pf 1' punti dati a,b, c, sia p l'in- 
contro degli archi perpendicolari sulla metà de* 
prec. Attesa l' eguaglianza de' trigoni mpa, mpb; 
npb , npc è ap=bp=~ep , ed il circolo descritto 
con questo intervallo , ed il polo in 0, passa 
necessariamente per li punti dati. Tal circolo 
è massimo quando gli anzidetti punti ed il 
centro esistono nello stesso piano . 

§. 2g4- Si dicono simmetrici i trigoni ABO , 
ABD^VF.'Aa) quando il vertice D è nell'in- 
tersezione degli archi di circolo minore , DEC, 
DFC, il 1." descritto col polo A e l'intervallo 
AC, il 2. 0 con l'intervallo BC ed il polo B. I 
trigoni di tal natura escludono la superposi- 
zione simultanea non la successiva , che ottien- 
si applicando successivamente la convessità di 
ciascun lato su quella del suo omologo. Vale 
lo. stesso se i trigoni simmetrici sono disgiun- 
ti come nella F." 4^1 e se vengono formati 
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dal!' arco perpendicolare condotto dal vertice 
alla base eli un trigono isoscele. 

§. 2o5. Se a ino." di disianza da ciascun ver- 
tice a, b, c, ( F. a 44 ) si descrivono tre archi di 
cìrcolo massimo, onde ne provenga il trigono 
DEI 7 , ciascun lato di questo è il supplemen- 
to dell'opposto angolo del trigono abe, e vicev.,- 
perciò' CH'I 1 ' dicesi trigono su ppìementario o po- 
lare per rapporto ad abc. Infatti GE='^t=DH 
e però"' ' -..-e, . "'■ ' 

GE-f DHe=t=GE+DG+GH^DE+GH : 
ma GH==«» (293 ):* dunque BE-r-a=*. 
Cosi EF^£=r, DF+Wr. 

Siccome due punti costituiscono la posizio- 
ne di un circolo massimo ed il punto E tro- 
vasi a 100.° da a e da b, ne segue eh' E sia 
polo di GiaL: quindi GiaL=E ; e perchè 
Ga='k*=ih si ha 

GbaL-{-ab{=Ga-]-bh)=r e GL ossia E=r-aò. 
Cosi Ù=r—ac, Y-T—bc. In seg. indicheremo 
per a\b',c, gli angoli, per A , B' , C', i lati 
del trigono polare. 

Segue dalla proposizione di questo §.,e dal 
corollario I, del (j. 2q3 die agli angoli eguali 
sori opposti lati eguali e che ogni trigono sferi- 
co isogono lia i lati eguali e vicev. 

Risoluzione de' trigoni sferici. 

§. 296. Siccome gli angoli bastano , come 
vedremo, per determinare un trigono sferico, 
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il n.°de'casi possibili è quello delle combina- 
zioni ternarie fra sei elementi, e resta esauri- 
to con sei probi, cioè: Risolvere un trigono siè- 
rico di cui si abbiano 1." i lati : s.° due lati e 
l'angolo compreso: 3." due Iati od un angolo 
opposto : 4-" oue angoli ed un lato opposto : 
5. 1 due angoli ed il Tato adiacente : 6. c gli an- 
goli. 

„ , -. . r' cos.a-rcos.*cos.$ - 
Sostituendo in cos.x= Jen XS en (3 — (kooj 

ad «,i>,(3 i respettivi archi opposti, e indi- 
candoti per A ,B,C, siccome -x equivale all' 
nugolo sferico c ( 36 ) si ha per soddisfare 
ai primi tre probi. 

r' cos.C=fen.Asen.Bcos.ci r Tr;os.&cos& e peròj 
r'cosM=sen.Asen.Ccps.bircos.Acos.G ).. .(i) 
r" cos.A=sen.Bsen.Ccos.a\rcos£cos.C ì 
formole che mediante la sostituzione 
di v — e , x—b' , v — a per C,B,A; 
di t— C', *• — B' , sr — A' per c,b, a, si cangiano in 
sen.a'sen.b'cos.C— rcos.a'cos.b'-\-r'c3S.c' . 
sen,a'sen.c'cos.B'= rcos.a'cos.c'-\~r cos.b'\ . . . (a) 
sen.b'sen.c'cos.A!=rcos.b'cos.c'-\-r'cos.aì 
sistema generico perchè il trigono polare è qua- 
lunque se tal sia il proposto , e soddisfanno 
( soppressi gli accenti ) agli ultimi tre probi. 
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Resta da vedersi come si agevoli la soluzio- 
ne delle (ic) pel probi. 3.° , delle [A] pel 4." 
giacché le anzidette eq." comprendono ne' re- 
spettivi casi il seno ed A coseno dell' incognita; 
e fa d'uopo render trattabile cologaritmi la 
definitiva espressione di ciascun elemento; 

§. 297. Per soddisfare alla i." ricerca sieno- 
dati C, B , c . 

Divisa la 1 .* delle \k~\ per cos.B si ponga 

. ( ^cos-c ' cos.C cosJA.-t\) , „ 

pm.B— — =ten.p„(i) e sarà —^-JL-ll^ 



Dedotto p dall' ausiliare. [ 1 ] si ottiene A pel 

obi. 3. c , C pel 2. 0 . 

Traggasi dalla i." delle [A] 

sen e— ^l sen 'A s ? n 'B-( cos C-cos.Acos.ìiy] 



La eliminazione di sen.'A , sen.'B dà 

V\i-cos'A-cos'B-cos.' C+ zcos.Acos.Bcos. C] 

tmjss sen .Aun.B 

e fatto il numeratore = N 
sen.c N 



Siccome il 2.' membro è costante e c rap- 
presenta un angolo qualunque si ha pel 
probi. 4. 0 

Jkm sai tcn.c __ fn.a sen. b scnM ) ( . . 
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Dunque i.° i seni degli angoli siait.no come 
quelli de lati opposti: 2." L'eguaglianza di 
due lati porta seco quella degli angoli opposti 

Es.° Conoscendosi b ,c ,B si deduce 
log. sen.G= log. sen.c+hg.senB + compi. ìog.sen.ò: 
trovato C si calcola A col sistema (j*): la ri- 
cerca di a ricade nel probi, i .° da cui 




La risoluzione de' trigoni sferici dipende 
dunque dal sistema fondamentale (k) che in 
se comprende il susség. (*) . I tre (fi) , (») , ((.) 
sono ausiliari. Eccoci alle trasformazioni re- 
lative al calcolo logaritmico. 

$. 298 Dalla ì.'del sistema (p) divisa per/-, 
sottraendo ciascun membro dall'unità, si de- 
duce 1 — *ì2£l£ ossia 

lw**= '■fcw{A-B)- CM .C) 

e perchè [224 for. (()](*) cos (À-B)-c<w.C= 

O A-US d.» il icgHD _ «11'lMO '1^*— /3) , » BUM» i .«JBÌ • 

(»« (a ,. A— B , «= C. 
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2.J«iv.(A+C-B) jm%(B-|-C-A)si ha 
„„. 4 —- V * ( A+G- B) «„. ■/, (B+C-A) , 

«n. -( sen. fi 

Nella stessa guisa la i.' del sistema (a) nell' 
ijjot. del probi. 6." , cioè 

cgs q rcos.a cos.ò + r'cos^: 

sen.Msaub 

in forza delle (s) (§. cit.) dà 

espressione reale perchè 

—cos. 'e (a + b\ c) = j«n [■/■(«+>è +c) — 1 oo." ] 

dove , J.(«-i.fi + e);>ioo. D e <^6oo.° (290) 

Se trattasi del probi. 5.* per cui la 1.' dello 
stesso sistema (a) dà 

r'cos.C=senuisen.bcos.C-rcos.acos.b , 
basta dividere per rcos.b e fare t a . n '?! cos.Gacot.p . 
Cangiata la proposta Ìn£^J_ c =£f^) si ha 

sistema analogo a (/*) che serve alla deter- 
minazione di c; A e B si appurano mediante 
le due prime del sistema (»). 

g. 299 II metodo proposto pel probi. 5.° non 
è abbastanza semplice quando si cerca uno de' 



Digitized by Google 



lati incogniti ; è complicato se vogliorisi um- 
hedue perchè fa d' uopo risolvere quattro eq. 1 
In questi casi sono utilissime le proporzioni 
Neperiane di cui passiamo ad esporre la de- 
rivazione. 

Eliminando cos. C fra la i." e la 3." delle 
(A) si ottiene, 

i*cos.d=sen.Bìen.Ccoi.a+- — sen-À sea.B cm.Bcou-t-cos.Acos.'B . 

Pongasi r'—sen'B in vece di cos.'B e divi- 
dendo per sen. B si avrà 

rcos.Asen. B — sen. A cos.Bcos.c-r sen.C cos.a : 

si permutino fra loro A , B ed a , b ; la risul- 
tante 

rcos.B sen.A—sen.Bcos.Acos.&=rsen.Cct>s.6 
si sommi con la prec. onde avere 
(r-cos.c)sen(A~f-B)=(cos.a-\-cos.b')sen.C...(t) 
CTsservisi che le due prime (>) danno 
sen.c(sen.A±sen.B)=sen.C(seti.a + sen.b) ; 
ehe il quoziente di ciascuna divisa per l'eq. (i) è 
sen.c sen.A± jen,B__ sen. a ^ scn.b . 

che | 224 for. (v) , = cot. 4c,ci 

secondi membri respettivamente equivalgono 
a tan. 'e (a4-ò) , tari. 'i. (a— b): che in forza delle 
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sto. A* sai B _ awtjl^t tg) a^U^d-B) _ ce*. f^-fl> 
««{J 4 B) ««■ "■ t fi) ««. V. (4*) ~ eoi. V.(/(t 2!) 

.B l ,<-lffl.fl j ^l M .'t( ^-f),! M .'l.^tl') _ »".^-j) 

+ flj a sen. \ B) ™ 1 #) sen. fi) 

e si raccoglierà 



tan. % (a-\-ò)=cot. % c ggf^Cè— j 
ton. 'i. (a— ò)=COi. ".c 



(A— B) 



■■»« 



forinole che si trasferiscono al trigono polare 
sostituendo (2g5) 

■x-a , r-£,per A,B, e r-A,T-B,«--B,r-Cper a,b,c, 

il che somministra le altre due proporzioni 

di Ifepero j 

lan.*. (A+B)=to.lC «"-H"-^ ] 

' co!- 'Afa + i) I 

Dee notarsi fra i pregi delle (o-) , (r) : 
I. ch'esse prontamente danno il 3." angolo o il 
3." lato quando si conoscono due lati e gli 
angoli opposti: JI. Che le due prime con una 
delle (►) ovvero le due seconde con una come 
sopra , determinano i tre elementi ignoti pel 
probi. 5." III. Che dimostrano essere della me- 
desima specie la semisomma di due lati e 
quella degli angoli opposti. Infatti , perchè ogn' 
angolo ed ogni lato è <2oo.°si ha 
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àot . c> o , col. 'I. C> o , cos. ■/. (a— ì) t> o , coi- {A— E) > e 

provengono affette dal medesimo segno, 

§. 5oo Le forinole per li trigoni ortogonali fil- 
tro non sono che casi particolari delle (k), 
Facendovi per es." «=sioo.° si ha 

Dalla 5.'(/f)...^rcos.A^CM.Bcos.C} ì 

Dalla j .»(A)...|rcoj.A=cof. bcot.c) I 

Dalla a.' . . . . fyos.b=sen.ccos^ì \....{y) 

DaIla3-M...l r ""^ =J '"**'"Ì!\ 
\ ' (rsen.C=sen.c sen.A) J 

Dalla a.' della 3.' classe coj.C=£L-f : la i • della 

i .■ classe diviene reo s. A ■=■■ cox. lì ££^|f ; 



quindi rjenù^coM ma ^ „ ff^B 
in forza delle (»): dunque 

r tan.B=cos.c tan.k j 
e 1' analoga rtan.G^cos.btan.k) 

La 2." delle (y) da cos.b=cos.Atan.csen.f> , 
e però cos.btan.k=$en.ktan.csen.b=tancsen.1S 
ma cosJttan.k=rtan.Ci dunque 
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l' eq. conduce ad un assurdo come cos(A-<p)> i , 
sen.G-co ovvero > 1. Per vedere onde nascali 
doppio significato delle anzidette formole sia s 
l' arco che corrisponde ai n.° in parti di raggio, 

equivalente a cos.p. Siccome cos(A.-$ ) è 

«= identicamente a cos.— (A— <p), risulta 

A-f>= - J ed A=<p ± 

Per rapporto» fen.G=Jen.C basta ri- 

cordarsi che sen (■'. t— a)=jen( ''* 
Ciò posto sia sulla sfera (F." 45) l'arco di circolo 
massimo AB- B.BAG- c e vogliasi condurre per 
B un arco di circolo massimo = a , che formi 
un trigono con AB e con una parte del semi- 
circolo ADF. 

Descritto per B e P ( polo di ADF A ) il 
semicircolo LBPE , è chiaro eh' esso incontra 
ad angolo retto il circolo ADEA , che BG è il 
minimo , BE il massimo degli archi che pos- 
sono condursi da B ad ADEA. Dunque se 
<?<ioo.°ed a<BC il probi, è impossibile e l'a- 
nalisi dee darne sicuro indizio con l'assurdità 
del risultamento. Se «>BCe<:BA, posto C«=C5, 
può essere a=B# ed=-Bi, il 3." lato ~Aa,=Aò. 
È dunque ambiguo col valore del 3.° iato quello 
del 2. 0 e del 3." angolo, e tal fenomeno è analogo 
a quello che osservasi ne' trigoni piani. 

Supponendo «> AB , per es.° =Bc,e c<ioo.° , 
i dati si riferiscono ad un solo trigono e la 
soluzione è unica. 
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Concepiscasi adesso che l' angolo proposto sia 
BAG> ioo.° Qualora il 2.°arco dato « superi 
BE il trigono non esiste; ma se a<BEe>BF 
(suppl. AB) essendo EI=EH, l'arco dato può 
coincidere con BI e con BH , il 3.° lato con AI 
e con AH; è perciò ambiguo il valore degli 
altri due angoli. 

Si ha una sola soluzione quando a<BG(r=BF) 
cioè «=t— AB , per es." =BL. 

Nell'ipot. del probi, ^."si applichi la discus- 
sione prec. al trigono polare , supponendo che 
i dati sieno quelli del probi. 3." 

Es.° i.° È "nata la latitudine eia longitudine 
degli osservatori di Roma e di Pietroburgo , 
« vuoisi l'arco che ne misura la distanza. 



fT.at. boreale.. .41." 54'[div.sess.] ' 
Roma ILong.dal merid. 

'di Parigi . . • 3o.° 10.' 3o '. 




it. boreale . . . 5q.° 56' 



Sia (F.* 36) il vertice b X osservatorio di Pie- 
troburgo , a quello di Roma , c il polo e però 
A=3o. S A', B = 48.° 6'; c=a.» n' (diff> delle 
longit.) Il seg. calcolo per la determinazione, 
di C è fondato sul sistema (/*) (297). 

r hg.tan.3o.* 4'=9>76 3D °56j 



Pielrob- 





=g,;fe 19 oa 
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Dunque ?> 3o.t 3' (vai. eccedente dì o", o3) 
ed A-e=i8. 0 3'. 

f log^oj.3o. 0 4'=g 1 g372385\ 

ìog.cos. 



Liog.coj.i8. 0 3'=g. 

1 



9,9 1 532 1 51 
Jog.coi.3o. 0 3'=-9,g373ii6j 



è C=i8.° 5'=io85 miglia geografiche. 

Es.' 2." Si dimanda la differenza fra la lon- 

f'tudine dì due luoghi de' quali si conosce la 
titudine e la distanza. 

Sia A^37.° 24'. 46 'i B=4i » 9'; 0=71.* 3o'.' 

Appurata la semisomma p=fi.* 1 '. 53" sì 
deduca 

p-H=35.' 5a'. 53" ; p~C=3.° 5i. 53" 
kg {p— B)=9 . 746226 
log Gp-C)=8, 789548 

Somma =18,740670 
Dunque sen. ■/« «=g,3702o5 ; «=27.° 8'. (*) 

(") H pirM. [.ree. diverrii utilissimo nella icirnaa <i?l ]j[:„i:i^in :]uznr]« 
si Irovi li luaoiera di misurare con una sufficiente appretti magione il 

biuichiiu ifau-ìii, di cui Lassali (Hydiogr. Demon'lree p.'»c4)' 
di uu'mtoniplela ed oscura desciiiione, alAi-a corrìsposlo alTe.pelia- 

La 5.- dei sistema (fc) medium il compendio del f . a5 da forse pii 

„,; i) 4i79i-n,75^9894Xo,3i;3o47 

0,7^279( ^89,7. 55535» 
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Es.° 3.° si domanda l'angolo c nel trigono i 
eui lati sono 

A=5 9 .° 3o' ; B=74.° 42' ; G=6a.' io'. 
La ì.* delle forinole (A) dà 

0,46690.2- 0 ,5Q7538iX o ,363S;Ì0 
em.c= 0( B6i6ag»Xo, 96(5574 

0,4669. 1 i-o,,33g i5 7 _ ^j3ag?55 , ' 

0,8310908 0,83.0908 

Dalle tavole o,4oo6i56. = co.f.66.° 23' ; dunque 
c=66.°"22'.52", 6. 

La formolo. I del §. 3g8 ossia 

log. sen. c= -f. log. Jlog (p-B)+ìog(j>--k) + 

compi, arit. log. sen. A+compl.arit. log. sen$l 

esige il calcolo che segue ; ' , 

A=5g.° 3o' 

&=74.° 42' 

0=62." 10' 

Somma 196- 0 22" ; semisom.98.° n'(==p)s 

quindi p~ B=23.° 29' ;p— A=38. e fa'. 



log.Je/1.23." 29 '=^9, 
• ' log.sett.38. 0 41=9, 
Compi, arit. log. sen. B — r 
CompL arit. log. sen. A =< 
Somma 19. 



.6004090 
7958909 
,0156719 
,0646796 



_ 47665 14 
semisomma 9.7383257. 
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Nelle tavole si ha 9,738241 2= log. 33. B n', 
ed istituita la solita proporzione si trova che 
9,7083267 corrisponde a log. sen 33.° 11'. 26", 3: 
dunque c=66'.° 22'. 52'', 6 come sopra. (*) 

SEZIONE VII. 

GEOMETRIA. ALGEBRICA. 

Nozioni Preliminari 

5- 3oa II seg, quesito generale : Dato ni% 
probi, geometrico trovare V espressione simbo- 
lica esplicita O implicita delle incognite , indi 
il loro equivalente (il che dicesi costruire) co- 
stituisce la geometria analitica propriamente 
detta, e si distingue in algebrica e sublime. 
Le no/ioni essenziali o dicevoli alla i." noi le 
dividiamo in tre parti ; Geometria elementare, 
di situazione , trascendente. 

La 1.* mette sotto forma simbolica parecchie 
funzioni gioitici rie he ; insegna a costruire quel- 
le che dipendono da un' eq. di i.° o di 2. 0 gra- 
do , contempla la teoria de' poligoni , tratta 
delta geodesia , e prepara con un saggio teo- 
rico—pratico alla soluzione de^ probi. 

La Geometrìa di situazione porge i mezzi 
con cui esprimere il sito ed i rapporti de' pun- 
ti e delle rette in un piano ; de' punti , delle 
rette e de' piani nello spazio. Spetta alla Geo- 
metria trascendente di rii-onoscere il genere, la 
specie, le proprietà, i sintomi, le affezioni a 
gli usi delle linee e delle superficie curve. 

CJ Ltmlt (0p. cita. 5 , t 56) h> «[«Manicate nonio con do. tt.mi 
«.lodi c = 66°.47'. ,6". 
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CAPITOLO t 

GEOMETRIA ELEMENTARE 

ARTICOLO I. 

Formolario geometrico elementare , 
e costruzione delle incognite , 
dipendenti da un' eq. di 1* 
0 di 2." grado. 

J. 3o3 EssendoT=3,i4i5926....(232)sihii 

Gramf. rire.G=aTr ; r(— -^;) = o,i59i55 c i 

Supaf. tfer. S=4TrY=4-*>*=4(5 i r (=V.V 4 ) =<V>8»95 V S 
Zona. »/!».. Z = a T r.l=&A (dove * = >ltes.) =o,564>9° 
rat- iftr, V = « i »r J =i-"!r = e.^i-=c-*iir>i?aWi 

irti, jftr — fc, = e .'lj r ft =CV> * C==""-X«na 1«« del leti.) 

dove A è l' altezza della zona. 

Stami, ifir. = * r A'(3 r-A) (ss» * *'->,0*7 *9. 

dove A è 1" altezza del semmento. 

Super/, ennu. bìm.=1*>K=^ ==»<« ì/^ e S" 0 "> 
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Voi. dlind. =vr-h (=C. A = base X aliei.) 

Super/, con*, del cono retto = Tr^ f-j- h'=c. % ^ r>+h: 

ral.dslcono fello ='lj V r* A='/i C.h- 

Qualora le basi parali, sieno B , 1 , si ha 

Vol-piram. tran. (ff+i+z'fl S> 
Tot fono (ran- = Vj r , +><■,)» 

dove r , r,, sono i raggi delle basi. 

Essendo A , B, i lati della base di un paral- 
lelepipedo obbliquo , A.B=fl , C lo spigolo che 
parte da A*B ,.AC=8' , B.fc = fl " , la superficie 
della base è (264) AB sen. i ed il volume 
del solido (282) 

Y=ABC J s/(i-cos.-Ì~cos:i'-cos:i'' + r tcoSi i cos ^ cos ^') 

g. 3o4 Per costruire la forinola si tagli- 

no i lati dell'angolo BÀC (F." 46) con le pa- 
rallele de, DE , in guisa , che risulti A(£=«, , 

Ae=a, , d D=tz, e si avrà eE ossia h= . 
Alla prec. si riconduce ti °' a '' . Basta co» 
struire successivamente 
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La funzione generalo 

a,a....a c ±t>, ±c,c....c*+ee. 
«, «. ...«„-i ±7. 7.-7.-.Ì ec - 

si costruisce per parti dividendo il numerato- 
re pel prodotto din— i fattori componenti uno 
de" termini , ed il denominatore pel prodotto 
stesso diminuito di un fattore . I divisori pre- 
scelti essendo per es.° a,a t ...a* , c.a.. , 
deducasi 

a,±Lh^ ± C ^^ ±ec.=«,± ft,-±n.ea 
indi ±^.±*-ec) o..H =Tj 

*± fa +. **'eo- * 

Sia per es.° abc ^~ e 'f ed effettuate le costru- 
«ioni di ^-rf-^£=A, poi di 
£ A -f. ^ =Ì-i-A, ai avrà V equivalente 

**mST^ Cl,e SubÌt ° SÌ " dUCe a t== L> 

La natura delle funzioni geometriche esige 
che le formole da costruirsi sien' omogenee. Se 
qualche elemento è stato supposto eguale all' 
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unità bisogna che V eterogeneità sparisca quan- 
do in vece del predetto elemento si sostitui- 
scono le respettive potenze dell'unità. 

§. 3c5 Attesa l' omogeneità qualsivoglia eq. 
di 2. 0 grado è dì una delle forme 

x'=ab , x'-f-a x ± b'= o : 

■i tratta dunque di costruire 

^ab , £ v-° ± V V* a'±_ l>' . 

Descritto un semicircolo sul diametro 
a-\-6 si alzi nel punto comune alle rette a,b 
la perpendicolare, ed il semmento di questa 

fra il diam. e la circonferenza sarà = \^b . 

Per la z.* formola si descriva un trigono or- 
togonale, un di cui cateto sia b , l'ipotenusa 
•l-a e si avrà il a." cateto =v'( ':<, a'~b ) , che 
dovrà prolungarsi o scorciarsi di '/«a. Se £*sia 
positivo, ".a e b sono i cateti del trigono 
ausiliare da costruirsi. Si può dunque soddi- 
sfare al seg. Probi. Descrivere un rettangolo 
la cui aja sia =b', la somma o la differenza 
di due lati contiguità. 

Es.°Per costruire V (tf+b'+cd—e) deducasi 

cd=p, a'±$'=y , y-e-=i*e sarà^W.... 
Trattandosi di /(«"-ic-f ~— €p) pongasi 
bc=ak, l E= ( t t =m.e^ a k'Sj^!t I= m >;= a 
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e si avrà la ridotta 

La costriiaione, d;ii moderni sposso trascu- 
rata , essenzialmente appartiene alla soluzio- 
ne de' probi, geometrici. Lo stesso Eulero, 
quel sovrano maestro della scienza analitica , 
occupandosi del probi, in cui si dimanda 
un circolo che ne tocchi tre, dati di grandez- 
za e di posizione , rammentò ai geometri la 
necessità di costruire il risultamento finale , 
dicendo : Veruni , quia hoc problema est geo- 
metricum , non tam calculus numericus quam 
constructio desiderati solet (Comm. di Pietro», 
an. 1790) 

ARTICOLO D. 

Saggio sulla teoria de' poligoni. 

J. 3oG. Bipartite le diagonali ac , bd in i , t 
(F. 47) sia bOc=A,ac(=val)=!ìE ,bd(=2Òi)=izF, 
Ofc= G , Oi=H ,e si avrà 
A'= (F-H)' + (E-G)' - 2 (F-H) (E-G) cos.9 , 
B"= (F-H)- + (F4G)- + 2 (F-H) (E + G) cos.9 , 
C'=(F + H)VCE+G)'- 2 (F+H) (JE+G)cos.& , 
D*= (F+H)' + (E-G)- + 2 (F+H) (E-G) cos.9 , 
A* + B-+C' + D*=4 (E'+F'+G'+H^aGHco^-S), 
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Teor. A* + B- + C* +!> = (aE)r + (2F)'+ \ (il)' . 

Se il tetragono si cangia in rombo la il 
svanisce ; e se diviene rcl.tangolo .si lui C A , 
1>=B, aF=2E, cioè A'+B'=C2E)'(teor. Pit- 
tagorico) . 

Divisi per metà i lati {F.* 48) in m,n,p,<j , 
le mn,pq sono parallele ad ac ; mq,np paral- 
lele a bd ed mnpq è un rombo. 

§. 3o7 In un tetragono inscrittibile , le cui 
diagonali E,F,si sa (265) essere 



Supponendo E.F='Ar, sia (F.* 49) Q il 
centro, r il raggio del circolo circoscritto, iQ—1 , 



i»,W;b,b i respettivi semmenti dì E, F ; 
risulta 



tendono insieme la semicirconferenza ed è 



Ef=A.C+B.D,y 



E = A.DH-B.C 



F~ A.B+C.D 





B'+D'=4r*; 
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danno m*+m"4.n"4.n''-^['Ji.«'+m r .n]coJ.E.F=lì' +D* 

e siccome m'l r m"=E'— 2mjn'; n'\n"=F'— an.ri, 

E* + F"=B' + D'|a[m.m'+n.n , ]-i-2[m./i'+rn'.n]coj'.E.F, 

sostituendo 4'*per B'+D", 4(r'-i*)per 2{m.m\n.n') 

• zero per cos. E.F , si ha 

Teor. E" + P + (?$)• = 2 (a/-)* 

j. 3o8. Supponendo che il circolo abcd faccia 
un quarto di rivoluzione intorno ad IQo la 
kh divien corda della sfera il cui circolo mas- 
simo è abcd, e si ha {kh)" = 4 (r — i* ). A que- 
sta si aggiunga l'eq. prec. e sarà 

Teor. E" +F* + (khf - 1 2r" - 8 f , 

dove il 1.° membro equivale a tre sezioni sfe- 
riche rettangole fra loro, una delle quali, de- 
terminata dalle corde E, F , è circolo massimo: 
il 2." equivale a % superf. sf. il cui diam. 2r, 
meno la doppia superf. sf. il cui diam. S. (*) 
§. 3oo. Sia n l'arco sotteso dai lati A, B di 
un m.' 1 ™ inscrittibile dove m=zh, ri l'arco 
sotteso da C, D; ec. Risulta 

A.B —r — >i.n, CJ) = ir — ■/.«', E?F= w— »",ec. 

Quindi 

AtBH-C.b-f-E tF ec. = % mx-'/. (n -f- n'+n" ec): 

Anal. di Trig.ec.} clic U Carle K, F ima fonano supponi Del pian* 
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Ma n-f-n' ec. = 2*: Dunquet 

Teor. In un m.*"°™ inscrittìbile, dove m=2?i , 
la somma degli angoli 'interni alternativi è 

Per estendere il teor. al caso di m dispari 
basta dividere un angolo con un raggio, e 
riguardare i semmenti come dite angoli con- 
secutivi. 

Sieno (F.° 5o) ab , bd.de tre lati, e si tirino 
le corde cb , ed onde avere un nuovo poligono 
inscritto, in cui il n."degli angoli sia pari e 
perciò si verifichi l'eq. 

c-\-e ec. eCi 
Condotto il diametro bf si vede che quando 
si passa da abede... ad abde... svanisce c nel 
1.* membro della prec. eq., nel a.' b diminui- 
sce di ebd, d di càb$ che in conseguenza il 
i.' memhro perde un angolo =%(r -+- ar.df) 
mentre il 2." ne perde Urto = Vt(r— ar.df) — 
•har.bcd. Per restituire l'eguaglianza fa d'uopo 
aggiungere al i° membro e+ec. un angolo 
t= •/. ar.df e toglierlo dal 2.° , cioè prendere 
7 per c e p per ò, onde si abbia 

•y-f-e ec.= (3~\-d ec. il elle prova ec. 

§. 3io. Essendo n, , n, gli archi sottesi da' 
respettivi lati A, B si ha 

r : 7.A : : i : sen.i-n, , ri >B ; : i : sen.".n, , cioè 
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Teor. A : B : : jen.'/.n, : sen.'hn* . 

$. 3i i. Considerarlo l'eguaglianza respettiva 
fra i semmenti Ai due lati successivi si scuopre: 

Teor. Clte in un m." ìmo circoscritto, pitiche 
m—2h, la somma de' lati alternativi è la stessa. 

*§. 3i2. Se nelle forinole E, F (25g) si pone 
AJD per sen.a' , sen.KD per sen(a-\-b'), 
sen. CD per sen.d' ,-cos.k.D per cosm',—cos.B.D 
per cos (a'+ò), — cos.CD per cos.à", si ottiene 

(i ) . . Csen.C.D=Asen. À.D-^-Bsen^J) 

(2) r .D=AcosAJ)-\-Bcos.tiD- , rCcos.CÌ). 

Facendo lo stesso per li pentagoni in cui 
a'-\-ò'-\-c'=?>*~ (d'^-e r ) e d'-\-e'=*— C^E si ha 

(3) ..Dj e n.DtE-Aje«.AtE+B^n.B i £+Cj en .C'!E 

(4) r.E= Acos. AtE+Bco s.r\E + Cco s.CE+Dcos.T).?. 

0 jn'nsc2;i.[i-:ndo si ottengono risultamenti ana- 
loghi. Italie (1), (3), ec. deriva 
Teor. Preso un lato L per base di un polìgono, 
il prodotto di un lato contiguo M per sen.h.M 
è = alla somma de'prodotti di ciascuno degli 
altri lati eccettuato L, pel seno del respettiva 
angolo che la sua direzione fa colla base. 
L'eq.(2), (4) ec. , la cui forza induttiva si 
rende superiore ad ogni eccezione, considerando 
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un poligono qualunque ABCDEFG (F." 5i)(*) 
s.ninnìiiisl.rajio 

Teor. In ogni poligono il prodotto di un lato 
L pel raggio è = alla somma degli altri, mol- 
tiplicati cintatilo pel coseno dell'angolo che 
la sua direzione fa Con L. 

* §. 3 1 3. Siccome i prodotti prec. equivalgono 
alle rispettive projezioni de' lati sulla base L 
si può dire: 

Che un lato L eguaglia la somma delle pro- 
iezioni degli altri su di esso. 

li segno del cosano corregge il risultamento 
quando qualche proiezione cade fuori della 
Base. 

Il 2. 0 teon del §. 3i2 si riduce ad un'enun- 
ciazione simile a quella del i.° riguardando i 
prodotti come le respettive projezioni su di 
una retta tirata nel piano del poligono, per- 
pendicolarmente alla base L, per lo che ai 
seni si debbono sostituire i coseni degli angoli 
che i lati fanno colla perpendicolare. Si av- 1 
verta però che quando nel passare da un lato 
all'altro l'angolo del ì.'con la perpendicolare 
sia svanito, il coseno è negativo. Questa nuova 
maniera di concepire i due teorami sopra espo- 
sti giova per trasferirli ai poliedri. I teor. anzi- 
detti si riferiscono a due sistemi correlativi , 



» che DHD, (ssED.eJ è «salivo e <■%«. e perù r<».KD :t > 0t 
• che 1' i-solo (atto dal prolungamento di FG con GH è lagHin 
> VaT, efl ca copieguenafl jL coseno negativo, onde n'avviene 
he la procione di lj! elide un' ejual parie dilli prejeiioiis di LF. 



Digitized by Google 



■88 

perchè il i.* derivasi dal 2.* projettando i lati 
su di una retta perpendicolare ad L. Sono in- 
finiti i sistemi intermedi, ove la base vien 
moltiplicata pel coseno del suo angolo con la 
retta su cui si fanno le projezioni. Sia R que- 
sta retta e si avrà 

Acro. AH-*- Bcos. B.R-* Ccos. C.R ■*- L cos. L.B =o 

teor. ottenuto da Carnea (Géom. de Positi) 
. mediante l' inammissibile ipot. che i vertici 
equivalgano a lati infinitesimi. 

*§. Si moltiplichi l'eq. (4) per 2E, 

aggiungasi ad ambedue i membri A*-|-D" , e 
sostituendo F' per A" -f-E' — zAEcos. AE, 
G" per D* +E* — 2DEcoj. 15E, 
dove F è la diagonale opposta ad A.E , G 
quella opposta a DE, si avrà 

2 l_BEcoj.BE-hCEcoj.CE] = F" + G" — A* -D* 

eq. simile alle [L] del §. 272. 

* §. 3i5. L'espressione simbolica del teor. a." 
[§. 3oa.] è 

A~Bcoj.A , ;B+ Ccoj.Atc+DcoJ.AtDec. 1 
B^Acoj.B*A+Ccoj.BtC-hDcoj.B*Dec.(. . . [5] 
C-Acoj.CA-I-Bc0J.C*B+Dcoj. CD ec.( 

Si moltiplichi la 1,» per A, la 2/ per B, ec. a 
si avrà 
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Teor.^" +B- +& ec.=3(JBcosM+ACca:J:C+BCa>s.B(;ec.X*-) 



* §. 3i6. Qualunque trigono essendo inscrit- 
tiliili', l' in.wiiuibiìaà di un m." a °° esige che 
m— 3 vertici sieno soggetti ad una certa con- 
dizione , e però equivale ad m— 3 eq.' fra gli 
elementi del poligono stesso. Due eq.' analoghe 
si hanno col metodo del 5. 25g , ed una 3.' è 
quella che dà la somma degli angoli interni. 
Dunque m condizioni e perciò m elementi fra* 
quali almeno un lato, Bastano per risolvere 
un poligono inscrittibile. Condotte per es.° da 
un dato vertice tutte le diagonali possibili si 
hanno m— 2 trigoni inscrittibili; quindi altret- 
tante espressioni del raggio, e paragonandole 
si ottengono m— 3 eq.' fra gli elementi del 

(•) Carvi (Gian, di Polii. > 3oB) propone per U rìiolnrione deW 
I. ■ ' iiii.fi ' il r !,, , ' i , 

cuo il pria favorevole quandd ti procede col metodo del Geometra 
Francese. L' to,.' ausibiri tono 



^BD C w,« t C.OJ(«|J),J(li.t 
D e C co: d + H mi fc + <t) t A ear a 



fupportl igr 
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poligono. Affinchè un poligono sia circoscrit- 
tibile si richiede che la posizione di m— 3 lati 
soggiaccia ad una determinata condizione. Di 
fatti si può sempre descrivere un circolo che 
tocchi tre lati successivi, ed evvi un solo cir- 
colo soddisfacente: gli altri m—3 lati debbono 
toccare il circolo e però ec. Bastano dunque 
m elementi anche per risolvere un poligono 
circoscrittibile. 

§. 3 1 7 Posto B— C nella 3." formola espri- 
mente il raggio del circolo circoscritto ad un 
trigono , ( 204 n *° IV ) cioè in 

_ ABC 

il lato A diviene pr rapporto a B,C, un arco 
doppio; sì ha 

r = -J±- e C "=V ± r vV'-À' ; . 

formola che dà il lato del polìgono regolare 
inscritto di ara lati , mediante quello def simi- 
le poligono inscritto di n lati. Sia per es." A=r 
e si avraC=rV(2 — V5) , lato del dodecagono. 
La sostituzione del prec. valore per A sommi- 
nistra il lato del poligono di 24 lati , cioè 
rVla—V(t-)-V5)]. Cosi quello del poligono di 

48 lati si trova = r V[>— V[a + V2+V3]] , ec . 
Riguardando C come il lato di un poligono 
regolare inscriUo, .siccome la perpendicolare p 
condotta dal centro su di esso è = V{r"-'nC], 
se dicesi or il lato del simile poligono circo- 



Digitized by Google 



'9 l 

scritto , attesa la proporzione p :r: : C: x, 
si ha x= ^ r ^ 0 y ■ Fatt0 F 1 " es.°C = rV2 , 
lato del quadrato inscritto , risulta x = 2 r : 
Cosi x=rv5 , lato del trigono isogono inscrit- 
to dà j?=2 r V3 , ec. 

§. 3i8 La determinazione del lato di un 
Bi. a 8 enD regolare inscritto si può anche far 
dipendere da un' e<j. tra il lato stesso ed il 
raggio. 

Iflato richiesto sia MM [F.' i3]e pongasi=w: 
si prolunghi il raggio CA [==r] , perpendicolare 
ad u , finche CF=2 r , si descriva un arco FQ 
e prolungato CM sino ad FQ in G si tiri GH 
perpendicolare alla CF. 

Si ha MP=-i.GH , GH = «, ar. MA M'= 2 Z, 

FG= 2 -I= * , e facendo ,s<!n.o[=senJFG]= H f 

sen. ma [=sen.r]=o. Altro non resta che so- . 
stituire 1 due prec. valori ed m per n nella 
i." delle forinole [B] [227] onde avere nelle 
respettive ipotesi di 

m=5 ,5u[i-*f]-u'=ò ossia4w-3=oed u— '&V3: 
wì=4i4 u [ 1 -"*]-4 w!:=0 oss i a Su'- 1=0 ed u= _L , 
m=5 , 5w[i-m*]"-iok*[i-«*]-ì-» s =o, vale a dire 

i6«^2oii'+5=oed«=>i4V , ['o±2V5) : 
m=6 , 6u[i-B']*-ioM'[i-«*]-t-6B'=o , cioè 

i6u'~i6u'+5^q ed u=-h, u=i,^5i 



Digitized by Google 



i9= 

m*=7 , m— *«* w'— = 0 # 

eq. che facendo u'=v diviene 

v*~ '/( v'-\- "t v — 1/« =o 

ec, ec. 

ma perchè i successivi valori di u debbono 
diminuire si rigetta il i.° per m=5 , il 2." per 
m = 6 , ec. 

Se si conosce u e vuoisi r si trova : 

Per i»=3 .... 3r'^ 4«'= o , r ~ £? ; 
Per m=4 .... f '— 2u"= o , r=u \2 ; 
Per m=5 . .. ■ Sr'-fyu' r-^-iGu *e= o e quindi 
P"bV[2(i±V>)] i ec. [*] 
§. 3ig La perpendicolare /> dal centro sul 
lato « essendo = * « coi. -, si ha 

m n» 

Quindi la superficie del pentagono regolare 
inscritto è .»:="4Xm'Xi,37638i~i,72o477375(ì'. 

§. 320 Sia AB [F." Ó2] l'intersezione del pia- 
no orizzontale AD col piano AC ad esso in- 
clinato sotto l' angolo A. Descritto sul 2." piano 

■1 ,■ : .■ 1 ,11 ii ..1 ' 1 iì ■ : r 

nati li 1]„^, ^.-]ijj i :j-l'J;;k:I-:j jJ L-.^p j i ui e i e col fiislerua di dna to.. 1 
0 i pulitoni rtgolsri filiate ut poUtono quUuinjue. 



Digirize'd by Google 



'93 

un trapezio pqrs, i cui lati paralleli rq , sp 
sieno perpendicolari ad AB , se ne concepisca 
la proiezione orizzontale tuvz. È chiaro che 
la distanza de' lati paralleli tu , vz , eguaglia 
quella de'la ti rq,ps ; che zv=rq cos fi, tuz=sp costi: 
che in conseguenza il trapezio sta alla sua pro- 
iezione come i : cos.i. Lo stesso rapporto sus- 
siste fra il trigono qrs e la sua projezione 
vz t perchè la perpendicolare da ' s a eguaglia 
quella da t a vz : d' altronde q rs è un trig. .no 
qualunque, ed ogni figura rettilinea si può spar- 
tire in trigoni ; dunque 

Téor. La superficie s di qualsivoglia figu- 
ra rettilinea equivale alla sua. projezione P 
divisa pel coseno dell' angolo che il piano 
della fig* fa con quello di projezione. 
Chiamando P. , P, ,P,-, la respettiva projezio- 
ne su tre piani rettangoli; A , l'angolo 
della figura con ciascuno di essi , risulta 

S co*.fl= P, , S eosJf= P, , S co#,fl"==P, . 

Nella misura de' terreni notabilmente incli- 
nati si preferisce la projezione , perchè nelle 
ordinarie pendenze [di i. bT -in 18 ] si perdono tre 
soli campi in 2000, il suolo soggiace a deperi- 
mento, e le piante, siccome crescono vertical- 
mente , ingombrano presso a poco nella stessa 
guisa un campo orizzontale ed un campo 
óbbliquo. 

Il teor. prec. è fecondo di pregevoli conse- 
guenze e sono : 

I. Che una faccia B di un tetraedro equi- 
vale alla somma delle altre B', B", B"', molti- 
Tom. IL n 
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plicate ciascuna pel coseno dell' angolo . ch'essa 
fa con 15. Infatti, se diconsi P', P", P '. le 

projezioni di quelle su questa si ha P'-J--P"-J-P'" 

= B : ma 

P'=B'a,i. B'*B , P"= B"«b. B*8 , P" , = B'"aa.B' ,! '.B; 
- perai B—B'cM.B*.B\-B",: 0 s£ ¥ '.B-\-B'"cos.B h, .B. 

II. Cìie i due teor. del §. 3i2. si estendono 
ai poliedri. 

III. Che sommando l'eq,' (5) de! §. 3i5 , re- 
spettivainente, moltiplicate per A, B, C ec. si 
ottiene il seg. , ■ 

Teor. La somma de' quadrati delle facce 
di un poliedro eguaglia la doppia somma de' 
prodotti di tutte le facce a due per due e pel 
coseno della rispettiva loro inclinazione. 

IV. Che sottraendo dalla i." delle eq. ; cit, 
moltiplicata come sopra , tutte le altre simil- 
mente moltiplicale . ne nasce un N'or. analogo, 
che riferito al tetraedro , i cui angoli diedri 
verticali sieno retti , presenta uno specioso ed 
interessante significato, cioè: 

Che in un tetraedro, avente tre facce rettan* 
gole , il quadrato della 4-" eguaglia la somma 
de' quadrati di esse. 

Essendo per es.° rettangole fra loro le facce 
B', B", BJ", si ha 

«m.B ì !b"=«w3^B"'=«w3^B"'= o, 
e sottraendo letreeq.' (5)moltÌplicateec.daireq, 
B 1 = B.BVoj.B^B+B.B 'co.«.B'.B+B.B'"co*.B" fl .B 
risulta B a = B* -+-B"" -f-B'"» , come ecv (*) 

(■) Iti svilirò e «ella teoria delie superficie curve ridurremo > ajmpi- 
merrto l'abbonate dottrina delle projeiioni. 
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Per non sconcertar l'ordine riuniamo sotto un 
solo §. .paivcclii teoremi, la cui dimostrazione 
ci si è presentata durante la tijiogranca com- 
posi/.ione del presente Articolo. 

j). 321. Teor, I. In ogni (2in)" s '""' regolare 
unir <ìrl]r. diaconali che possono condursi per 
uno stesso vertice , passa pel centro. Di in. 1 " In- 
fatti m lati consecutivi sottendono la semicir- 
conferenza , e perciò la retta che unisce l'estre-' 
inita de! i."e dell'in.™ 10 lato è un diametro. 

Teor. IL In ogni poligono come sopra se si 
prolunga una' diagonale b a (F. a 00) finché 
incontri in D il diametro AB, perpendicolare 
alla diagonale media bf, risulta baX.bD^=* 
2 (Ci)* , superficie del quadralo inscritto. Dim.™ 
I trigoni simili bCD, afò, danno 

ba : bfi^ibC) ::bC / _: bD, cioè ec. (*) 

Teor. III. Due delle diagonali consecutive, con- 
dotte da uno stesso Vertice, sono eguali se il 
n." de' lati ■ è=Q/n+i. Dim." 6 Sul punto medio 
d { di un lato <z b t (F. a 23) si alzi la. perpen- 
dicolare, ed il punto c, dove sega Ja circon- 
f'm>in;i iv invilii isr;isi con a , -b,. È chiaro eliti 
m lati debbono essere inscritti nell'arco ime, 
altrettanti nell' arco a nc t , che in conseguenza 
cfi_ , ca , rette d'altronde uguali fra loro , sono 
consecutive diagonali condotte da uno stesso 
vertice c , 

Teor. tV. In ogni (2m-H) , * 0B * regolare la 
somma delle diagonali di rango pari eguaglia 

C) 1 i"« pwc. teor. fmons «cernuti d> Cariate nel Uh XVL Di 
Subiiiiuu. 
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quella delle diagonali di rango dispari. Dìm. n " 
te respettive semisomme di cui si tratta, espri- 
mendole trigonometricamente , compariscono 
sotto la forrria 

2t' 4* 6r , „ (am- air. 

Nellaformok ^±^^g^±^ 

( Tratt. Anal. di Trig. e Polig. ec. 5. 41) espri- 
mente la somma della serie 

■(«+*), sen(a-i~2Ò) t ....sen(a-\-nò) 
oa — ,£=-H!L,ra=m-2, 

1 2." luogo a = ,6= — — m-2, 

e siccome si ha per la i.» serie 

per la a. 1 ie/i(a+v.nA)=jen. _^-« , > 
e d'altronde sen. * = sen. JjL t. 



sen.a , sen\ 



Digitized by Google 



9? 



si concluderà ec. (*) 

* Teor. V. In ogni 2m.W" regolare, per 
rapporto alle diagonali che possono condursi 
da uno stesso vertice si verifica, die la som- 
ma de' quadrati delle diagonali di rango pa- 
ri , eguaglia quella de' quadrati delle diago- 
nati di rango dìspari, e l'una e l'altra som- 
ma è = 2mr* JDìia." 0 Triplice è l'indagine :t 
cui fa d'uopo soddisfare: 1.' Qual è il n.° delle 
diagonali di rango pari, quale quello delle dia- 
gonali di rango dìspari -che possono condursi 
per uno stesso vertice? 

2." AssosfNFiiY: l't.'sjni-ssionc* trij;-(inoiiK j tri«) si 
dell' une che dell'altre: 3. 1 Sommare le serie 
composte de'quadrati delle respettive espres- 



II total n.° delle diagonali condotte come 
sopra è =im— 3, delle diagonali di rango pari, 
~m—i t di quelle di rango dispari, =m — ì. 
Infatti, per passare dal 2n.'6 onD al afn-f-i J"* 0 "" 
fa d'uopo sostituire tre lati ad uno, e ciò dà 
luogo a due nuove diagonali. Ma quando m=a 
ÌI n." delle diagonali condotte come sopra 
è=i : dunque ec. 



<*) Pei giungile alt' iniicau forinola KBiniatoiìa iiauumt identica 

cos.(a-~.i,è)— cos.(a-r'l-b)~'zsen-'l'bsen.!i , 

l w.fH-'^).a i.(. -'/, (m ^i)t) „ M..'/.(»+-0 t«]..( .i *ja»j) 
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La rispettiva espressione ài cui sopra È 



Altro non resta che fare il quadrato di cia- 
scun termine e sommare ì'una e l'altra delle 
nuove serie , per lo che giova profittare dell'eq. ; 



Teor. VI. Se da un punto esterno nel piano 
di un m."s ono regolare si conducono le rette 
K> K,^' a ' consecutivi vertici «,,'<*„ ec, indi 
una retta A al centro C risulta 

$■+*„"'•-+ (A* +? ) 

dove r è il raggio del circolo circoscritto. Dim.™ 
Chiamando 5 l'angolo che ù fa col raggio r 
condotto al prossimo vertice a n gli angoli for- 
mati da ù co'susseg. raggi sono; 






^ -\-r* — zr&cosJ, ■ 



Ci CA fiì 



i le si otttrik meditate il Calcilo dille ! 
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t<ri = i'-j"^~2rico.T.[fl^2^ — t J . Dunque. 

ar4c<M.0-K<M(e-|- "Vhcoi (à+ll) 

etw.( i + (m-i)lT) j . Ma la forinola 
sen.-L(n+i)teos(at-'.nò) +JtM[a+t) +w <(f>rf)f 

sostituendo 6 per a,m~ i per n , ^ per & , si 

riduce a zero: dunque ec. 

Se il punto dato è alla distanza h dal piano 
della figura pongasi A*-|-A'in vece di A 1 e si 
avrà J/^-i / ec. m (&'-\- A*+ , 

Teor. VII Se si prolunga un lato AB (F. 1 53) 
di un poligono tfi lati ed angoli respettiva- 
inente uguali , sino al prolungamento EL di 
una diagonale EE' perpendicolare al raggio AO, 
si Ila L.L= alla somma delle diagonali paral- 
lele ad EE' , condotte dai vertici tra E ed A. 
Diin." Gli archi AB , BC ec , AB', B'C ec. es- 
sendo eguali, le, rette AB, B'C, CDec. sono paral- 
lele : quindi BB'=^ LM, CCW MJf , DD'=NE , ec. 
EL^BB'+GC'H-DD' ec. e però ec. [*] 



(*) La fimosi™? lo di questo e ilei lem-. II. t stata r ,it;imsi,re 
r.^L- r ,, at a .lui Si.-, C, .-.-,'..■.„ . (,'. o r f 1 1. r . Nnlhi t- Li r ■ il h-nr. VII, f mdl'o 
jiiù «j c ,r, 4i quello accennalo ii Caria», nel Lib. XVL JJ> fitti. 
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Teor. Vili Conducendo da un punto P (F.*54) 
preso nel piano di un poligono , ai vertici 

a,a,,a,,...a K le rette ì , i, , S, ÌS S> 

ìndi al punto medio de' lati 

A , A, , A, ... A» le rette «,*,,«,...«„, risulta 

f >'+>:+>■ 

A ' +A - A; - + H(.-+.. : +. : .. + <)r . 

Dim. Bi - Infatti dall' eq, ( 

A*-|-<>*-[-Aa cos.Q, A'-J-a'-Aocoj.fi.ec. 
si ha 3" 2 *• = A" , ' 

i.'-f-s:— à *,'=>. a; , 

J.'-j-J'."— 2*,* — 'J. a". , 



# : ' ^ -{-*•— 2 «„*=■<> a; , 

e presa la semisomma si ottiene ec. 

Se P cade in un lato , per es.° in t, si ha 
( fl( > t (<w> = > (fl 0 1 1 , cioè («> ; («,(> - » « 0*=«, 
Il rimanente come sopra. È pur consimile la 
dimostrazione allorché il punto P è fuori del 
poligono. Giova soltanto considerare il caso cri- 
esso esista nel prolungamento di un lato per 

(•) 6 analogo e »ì P i(. ampio » t niÉtito il celtfbrc Irci, iti Conte F«- 

(o D .T.nj 
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es.° in p , punto del Iato a, a prolungato. Iti 
tal caso si ha [Geom. m ] 

^oè kw]H- [p Q ,]'~ 2 [ P 6>= «. A", 

eq. analoga a -j- J * -Hipfc'i. A.% Il resto.come 

Toòr. IX Dì Vincenzo Fiviani.lM somma delle 
perpendicolari condotte ai lati di uh poligono 
regolare da un punto P preso dentro al peri- 
metro, eguaglia quella delle perpendicolari ti- 
rate da un altro punto Q preso come sopra, 
e perciò anche la somma delle perpendicolari 
che partono dal centro. Dira.."*- Congiunto coi 
vertici 1* uno e 1' altro punto si hanno due serie 
di trigoni aventi eguaf base, e tali che quelli 
della i." hanno tutti il vertice in P , quelli della 
2." tutti lo. hanno in Q . Ma la somma dì due 
serie di trigoni aventi la stessa base, stannò 
come le sommi' delle tvspei tive altezze : d'altron- 
de la somma dell'una e dell'altra serie è la 
stessa perchè equivalente al poligono: dunque ec. 
Teor. X dèi prelodato Geometra : 
La somma delle rette tirate dal centro ai 
•vertici di un poligono regolare è minore della 
somma delle rette tirate ai vertici da qualun- 
que altro punto interno al poligono : Dim." e - 
Congiunti i vertici col centro C e con un altro 
punto P, si conduca per ciascun vertice la 
perpendicolare al respettivo raggio, dal che ne 
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nasce un poligono regolare circoscritto al pro- 
posto: da P si conduca la perpendicolare a 
ciascun lato del poligono prec: La somma di 
queste è [Teor. prec] = alla somma de' raggi 
del polìgono proposto : ma la perpendicolare 
da P al lato del poligono circoscritto che passa 
per un- qualunque vertice « è minore della Pa, 
obbliqua al iato suddetto: dunque ec. 

Proponiamo per esercizio i seg. 

Teor.' i ."' Un polìgono ed il circolo inscrit- 
to stanno come i loro perimetri . 

Teor. 2." Un poliedro e la sfera inscritta 
stanno come le loro superficie . (*) 

Teor. 3.° Un poligono ed il circolo circo- 
scritto non istanno come i lóro perimetri se al 
poligono può inscriversi ìl circolo . 

Teor. 4- 0 Un. poliedro e la sfera circoscrit- 
ta non istorino come le loro superficie se alpo- 
liedro può inscriversi la sfera. . 

Teor. 5." di Giacomo Gregory. 

La somma delle corde di rango pari , che si 
hanno congiungendo i vertici di un poligono 
regolare , con Un punto della circonferenza del 
circolo circoscritto ,. eguaglia la somma delle 
corde di rango dispari. (**) 

I Ir 1 lebn^tfoienii di Ar- 

riiitWe e di Tacquet sul rappgrtn fra il olimi™ e ti sfora ìuhliìHu, 

C*) Noi lo dimostreremo nei Tomo V. foi primi principi dell' Malo* 
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ARTICOLO III. 

Geodesia 



§. 322 J_ja geodesia ha per oggetto di divi- 
dere un poligono. cognito in m parti, clic stia- 
no in una data ragione , con m trasversali 
condotte per un punto dato, o parallele ad 
una data retta. 

Probi. i.° Dividere come sopra il trigono ' 
ABC (F." 55") in due parti che stiano come 
s «, , «„ (*) Soluz. ne - Detta s la superficie del tri- 
gono, s t il richiesto semmento EAF , si ha 



Pel dato punto P si tiri PI parallela a CA, 
indi PH , EG perpendicolari ad Al). Siccome . 
AI , PH determinano P, facciasi ÀI-=«,PH~-i , 
AF=x, e dalla proporzione 

ó + x:jr::i:EG= Ì5 si avrà tri?. EAF=A51=j • ■ 

quindiar-- 2 ^'^^', x = y^rrV*, '+» «&», \ 

Se il punto P esiste nel lato AC fassi a=o 
e risulta x= ^ìl : se cade in P' si assume 

(*) In qiwlD e ne' ttg. probi- , pei ordinsrio >ì suppone , che il ttra- 
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a (=AP ) <o. Sì prescinde del caso eh' essa 
trovisi ilei prolungameato A/, perchè si ha 
b=o ed or=oo , il che dimostra assurda l'ipot. 
che la trasversale incontri AB , e suggerisce 
di fare t=x il semmento di un altro lato. S'In- 
contra un simile inconveniente quando P coin- 
cide con un vertice , ma si evita dividendo nella 
data ragione il lato opposto , e conducendo la 
trasversale pel punto di divisione. 

Sia AK. (F.* 56) la retta cui la trasversale 
vuoisi parallela , e tirata la CD parallela ad 
AK si determini il rapporto a : a lt de' trigoni 
DAC , BDG. Qualora a : «„ sia più forte di 
b j : * H s' istituisca la proporzione 

irìg. DAC— d : trìg. BDC + d : : a t .-« ( ; 

si- deduca d= «,,ft* f PAC-. / frfr.BDC. . 

m, 4- m„ 

e d' altro non si tratterà che di spartire il tri- 
gono DAC con la EF parallela a CD , in due. 
semmenti che stiano come d; trìg. DAC— d, 
per lo che , facendo AE=^r , AD=*7 , AC=i , 
si ha 

trÌg.EAF:trÌgDAG ossia x':a':;trigX>AC-d:trig.l)AC. 

Qualora si vogliano tre parti come <W*,„, 
si effettui la divisione in due come « , «,,~t** rfi 
e la 2.' sisuddivida in due altre come *„,«„, 
operazione per cui è talvolta necessario lo spar- 
ti mento di un tetragono , del che in seg. 

§. 325 Probi. 2.° Dividere un trapezio ed un 
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rombo come nel probi, prec. Soluz. Il lato che 
la trasversale incontra il primo sia AD, uno 
àe? paralleli (F. a 57). Condotta la PI parallela 
ad AD; PH, EG , FM perpendicolari ad AB, 
pongasi AB=« , BL— j; , e sostiuendo <H~x per 
a: nell'espressione di EG (Probi. 1.») si avrà 

trìg. AEL=£ fc+.fJl . Dalla proporzione . 
2 j 

LI : LB : : PH : FM risulta FM= bx ... : quindi 

trìg. BFL= — , e la superfìcie richiesta 

AEFBè/=iif^ìf ossia " 
Ma dicendo s la superficie del trapezio si sa 



3 j= . 



: dunque 



,(«+.+«)7 ' ; [ ' • =(^=^r • • ■ w 

Basta mutare i segni della a.» forinola per 
soddisfare al caso che la trasversale incontri 
AB dalla parte opposta. Ella , siccome indipen- 
dente dalla posizione di CD , serve ancfie pel 
rombo . 

Quando x=« cioè s~*b, la PE dev' es- 
sere parallela ad AB e vicev. Lipot. a=o sup- 
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pone P in AD ; e lo suppone dentro al peri- 
metro l' ipot. «<o. 

Nel i.° caso però l'incògnita può aversi 
espressa con una forinola piìi semplice. 

Sia fF.« 50) AE--A , AD=-=(3, BC=j-, BF^cc, 
la distanza tra BC ed AD, s=#, e siccome 
dev'essere 

*#'(P-H0 = +*(•+*)} : > 

si avrà x= ^^~^^ * ; formula che adattasi 

al rombo facendo y==(3.. 

Quando il punto P è in I, sul prolunga- 
mento di BA, si pone BF=x(F." preci.), risul- 
ta FM=j?«b.B, 

1A EG : ; IB-(-a+«) i FM ; 

K^.^eFK^^s-^-'^- /B ^' / '[ l *'+ a>: ' e ''' B " JL ^^] 
Ma («in AEFB=sj,ì dunque, 

xje«.B[(o+*)'-*'J=a(« + »>, 
- <g±g>. . _L_ ■ 
e l Krò a««+.* 

forinola che quando «=o si riduce ad 

Se il trapezio degenera in rombo si ha 
a=«ie«.B, y— P ed -x^-^— . 
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Per contemplare il caso in cui la trasversale 



si prolunghino (F." 5g3 CB, DA, finché s'in- 
contrino in G, si' determini la superficie «-del 
trig. AGB , che si sa essere (254. n.» II.) 



akro non resta che dividere il trigono CGD 
con una trasversale per P in due parti che 
stiano come 

ossia com'è a ,( a ~h ( )+ a /,'>' : *„ s. 

Volendo la trasversale parallela ad una retta 
data, suppongasi i.° ch'essa sia il lato con- 
vergente AB (F.* 60). Condotta AH (— J) per- 
pendicolare si prenda BF= — -*- — - , si tiri 

EF parallela ad AB, ed il rombo" ABFE sarà 
una delle parti richieste. 

Se la retta data è un lato parallelo sia EF 
(F.* 61 ) la trasversale, L l'incontro de' lati con- 
vergenti, LG perpendicolare ad AD, AE--x. 
BG=y, AD=0, AH=<f, e si avrà 



incontra ' in primo luos 




lato con Vermont e, 

Ti \ C„.Li 



= AB: 




0? 

Aft==ar*en.B, — -: 




^-f-a-(y-|3> e ».B 



» 
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Quindi ft»9>.ADFE=— ~^>+=r(j-^)sm.B^= Sl 

co*...* -l- (r _p )l «„.B I = () ,_ W «„, B - . 

La rette data essendo la DG (F. 1 prec.) si tiri 
AC e si calcoli la superficie di AGO, indi si 
cerchi una quantità d onde si abbia 

tri. ABC =P d : /ri.ACD ± : : », : 

e si tratterà di dividere in una ragione data 
uno de' trigoni ACD, ABC, con una -trasver- 
sale ef parallela alla DG. Sciolto il probi, seg, 
si vedrà come dee procedersi per dividere un 
trapezio ed un rombo in un n.° di parti >2. 

g. 324. Probi. 3." Dividere con una delle solite 
condizioni un tetragono da!'). Soluz.™ Sia G 
l'incontro deiati BC , AD [F.* 5g], a- la su- 
perficie del trigono AGB . Siccome uno de'sem- 

menti, per es. e BAEF è = ~^^~> basta divi- 

<\<:n- iì trigono cognito CGD con una retta 
condotta per P in due parti , che stiano come 

Nel caso che la trasversale vogliasi parallela 
ad una retta data, si opera come si disse 
(Probi, prec.). 
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, Se le parti debbono esser tre , come * / , a , * /u 
si divida in due come « ( : *,,-{~ a /„i poi la 2.' 
.in due altre come a , a J(( . E cosi ec. 

3a5. Probi. IV. Dividere come sopra un po- 
ligono dato in due parti il cui rapporto a s «„. 
Soluz Sia il pentagono ABCDE (T.' 65). ' Pro- 
lungati i lati opposti finché s'incontrino in 
H, I si determini, la superficie tr, <r de'trigoni 

ABH, DEI. Supposto ABGF=-^- si divida 

IHC con la PFG in ' due parti come 

*-\ : — i . 

Trattandosi di un esagono (F. 1 64.) si cal- 
coli l'aja de'trigoni GBA, DEF: 

da AGHCB(=^^)si tolga trig. ABC(=r); 

da FGHDEF (r=~fr) i! DEF (=rj, e ba- 

sfera condurre la PGH in guisa che - il tetra- 
gono cognito ACDF resti diviso nella ragione di 

a's 

Può vedersi (Soc. Ital. T. XVII.) dove abbiamo 
trattato più diffusamente il presente Artic. ed 
abbiamo soddisfatto al seg. 

Probi. Si ha un campo di figura esagona, 
ed in esso una porzione pentagona imrutti- 
Ton. IL o 
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fera, avente due lati comuni col campo, e 
si vuol dividere con due trasversali, condotte 
per un dato punto, in tre parti di noto rap-, 
porto, con la condizione che anche la porzio- 
ne infruttifera resti similmente divisa. 

ARTICOLO IV. 

Saggio teorico -pratico sulla soluzione 
de' probi, geometrici elementari. 

J. 326.La soluzione de' probi, geometrici 
va non di rado soggetta a gravissime diffi- 
coltà , ed il solo genio avvalorato dall' espe- 
rienza, sa con adattati artifizi felicemente 
superarle. Ciò che può suggerirsi, onde non 
privare di qualunque siasi traccia il generoso 
ardimento della gioventù studiosa, si riduce, 
per quanto a noi sembra , alle indicazioni che 
seguono. 

Supponendo noto ciò ohe si cerca , descrivasi 
una figura analoga alle circostanze: diansi 
nomi simbolici agli elementi del probi.; si 
esprimano le sue condizioni con altrettante 
eq.' , e d'altro non si tratterà die di ricavarne 
il valore delle incognite, il che appartiene all' 
analisi algebrica propriamente detta. Se il n." 
dell' eo.' , come spesso accade, si trova minore 
di quello delle condizioni , si prolunghi qualche 
retta, si conducano perpendicolari o parallele 
che formino trigoni ortogonali o simili, onde 
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ottenere qualche proporzione ausiliare, ovvero 
una diversa espressione della stessa incognita; 
e qualora questi ripieghi riescano insufficienti, 
si osservi se fra le quantità che si possono ri- 
guardare come incognite siavene alcun' altra 
non pera'nche contemplata , la quale meglio 
soddisfi all'opportunità del calcolo; e non si 
trascuri di tentare , se per avventura ogni frap- 
posta difficoltà si dilegui, proponendosi la ri- 
cerca di un elemento correlativo all'incognita. 
jDel .resto, la maggior difficoltà non consiste 
nel concepire i rapporti generali de' termini 
di una questione, ma bensì n eli' afferrare certe 
dipendenze tra le linee, certe correlazioni le 
più adattate ad esser messe in eq., poiché 
i rapporti, a prima vista immediati, sovente 
strascinano, trattandoli còl calcolo, in lunghi 
circuiti , è costringono a ricominciare t opera- 
zione con nuovi mezzi (Newton Arith. Univ.' 
T.t). , 

§. 327. ProbL 1 .• Inscrivere un quadrato in 
un dato esagono regolare. Soluz. nc Sia G (F.* 65) 
l'incontro de'lati AB,DC. Siccome ABC=DCB=Yw 
il trigone- BGCè isogono, BG=BA, e la per- 
pendicolare Gli bipartisce BC e passa pel cen- 
tro Q, come AD: il trigono AGD è isogono 
anch'esso e simile a BGC, perchè BAD^CDA 
= >iìw e la GQ è perpendicolare ad AD. Ciò posto 
facciasi AB(=AQ)=a, si tiri la MN parallela ad 
ADe suppongasi ch'ella sia il latoJ? del quadrato 
inscritto, e perciò --MP, retta perpendicolare 
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ad MN, e prolungata sino a) Iato AF in P. 
Attesa l'eguaglianza <ìe' trigoni A KM., ARPsi ha 
RP=RM=MA=V.*, e perchè GQ=^a-a)=aV% 

oV3:a(=^AQ)" aV5-l.x(=Gh): * x { —Mh ) 
Quindi 

eperò ^^^=0X1,2679492. • . 

Siccome MQN=MQP=f.» i punti M,N,0,P 
si determinano prendendo gli archi B£,Cc,Ee, ¥f, 
eguali ad 'ut, e congiungendo il centro Q coi 
punti ò, c, e,f. 

S. 328. Probi. 2° Si dimanda il rapporto che 
dee sussistere fra i lati A, B, C di un trigono 
rettilineo, ond'essi formino con la perpendi- 
colare dal vertice a sul lato opposto, la con- 
. tinuà proporzione geometrica A : B : C : A . 
Soluz.™ La proporzione discreta A : B : : C : A . 
compresa nella prec. dà B.C (=A.A' ) doppio 
del trigono richiestola tal doppio è\S&4 n." II.) 
s=BGren.«: dunque a— ''.t . 

Ciò posto mettasi la proporzione continua 
sotto la. forma ' * 

A : Ar (=B) : Ar' (=Q : Ai 3 (=&!) , 
ed in forza dell'eq . A m — B* +C 1 si avrà 1 = r* ±t* t 
eperciò'r=v'[^-i+v'5)J=Vo^.8o3%5==w86.C) 
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«Lingue B: C 1 : r):; i : 0,7861 ; d' altronde 

BiC::sen.b:cos.ò:: ten.fi: 1 ; 
per conseguenza 



,«„.4(= i-=,,= 73 .o ; 4=5,,-4 9 («» s .) 
ed A:B::C::i.-jen.i:ea>A («) 
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La solidità del tronco è dunque 
a Va _ a' V / a _37.fl' a' /2_26.n' \/a_ i 5 Va , 

li 3i4 ""' 3Ì4 3i4 ■ 3H ith - fl 

e la parte superiore ~ 3 ^ — è J~ del tetrae- 
dro intiero. 

§. 33o. Probi. 4° Dividere in due parti egua- 
li un tetraedro regolare dato con un piano pa- 
rallelo ad una faccia. Soluz™. SU il lato- 
ri— a , ( F. M 66 ) 1' altezza de^=b , de' , altez- 
za del semmento , —x. La retta ae , raggio del 

circolo circoscritto alla base è -^L.(>54"-°iv).Ma 

de:dé:iae:dé. cioè h : xi :JL : a 'e'=-££_ - 
' vi b*>3 ' 

d'altronde a'e'=Jl^-: dunque * 
a'b — f!f e però a-ciiB-'U ) trig.ab'c=^.^-VZ : 
La solidità del semmento superiore essen- 
do V5x*x si ha . 
l^LV^^.i^ ed 
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CAPITOLO IL 

GEOMETRIA DI SITUAZIONE 

ARTICOLO I. 
Dei punti e delle rette in un piano. 



Un punto M (F." 67.) è determi- 
nato in un piano se si conoscono le rette 
MQ (=J?,) , MP (*=yù , respettivamente paral- 
lele a due assi Àx, Ay, dati di posizione 
nel piano stesso. Difatto, siccome MQ = AP 
ed MP—AQ, l'intersezione delle parallele, una 
per P ad Ay, l'altra per Q ad A-r, è il punto- 
di cui si tratta: AP è l'ascissa, PM! 'ordinala 
del punto M; Ax l'asse delle prime, Ay delle 
seconde, A l'origine di entrambe, che s'indi- 
cano col nome di coordinate. 

Il sistema \x*=x, , y—yj è il simbolo di un 

Si preferisce per comodo e chiarezza xAy=': r. 
Cosi le coordinate equivalgono alle respettive 
distanze dagli ,assL 

5. 332. Qualunque sìa xy , se dai punti di 
una retta Ar (F.' 68) si conducono le ordinate 
MP, MP' ec. risulta AP:MP:: AP:M'P ::ec. 
cioè x : y in una ragione costante. Onta questa, 
che sia per es." 1:0, è y=ax l'eq. di Art essa, 
perchè AP:MP:: sen. ry :sen.rx si cangia in 
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y= setur f-.x, e si riducead" 

y'=?tan.r.x .x se ayjp".'.». 

Presa in Ar una parte AD— b se si tira la 
BD/' parallela ad Ar si ha ]SP ossia 

7 (=MP+AD) = tan.r.x . x-f-b. 

Tal è l' eq. della -B/' , che passa pel punto (o,&). 

Trasportando il punto P in p l'ascissa 
AP(=BP-BA) si cangia in Bp-BA"— A^. 
Quindi è che le ascisse alla sinistra dell'origi- 
ne A si riguardano come negative. Sarebbero 
.negative le AP se si fossero considerate le Ap 
come positive. 

La y diviene <;AD ma positiva, quando 

ar<o e < — — ; svanisce allorché —x è = ^ 

sì rende negativa se — a;> — ; ciò succede 

tosto che si trapassa, B, limite oltre il quale 
la Br scende sotto di Ax . La direzione delle 
ordinate m'p , contraria a quella delle MP; 
giustifica l'uso del segno — clie loro si applica. 

Prolungata la DA finche AD =i e condotta 
la DV parallela ad Ar si ha un'ordinata pP 

=MP-AF- cioè y=tan.r.x.x~ b. 

y—o è il simbolo di Ax, come j?=o di Ay , 

perchè niuna retta esiste, tranne Ax, le cui 
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ordinate sien tutta, nulle; nìuna, eccettuata 
&y dì cui sien nulle tutte le ascisse, 

L'eq. y=c è (Geom.* ) il simbolo di una 
parallela ad Ax, come x^d lo è di una pa- 
rallela ad Ay. 

Pongasi tan.r.x=a, e l'eq. di una retta data 
, ìn un piano sarà 

y=ax±b l ....r 

La formola y=ax, e però anche y=ax-±.b , 
esclusivamente appartiene ad una retta. La 
ragione' si è che y=ax rappresenta una serie 
di trigoni simili AMP, AM"P' ec. e la somi- 
glianza esige che AM, MM' S ec. sieno nella 
stessa direzione. 

Affinchè una retta y==a l x*\ d h r sia pa- 
rallela ad un'altra y=ax\-b, fa d'uopo che 
ambedue incontrino A.r solfo in stosso annoio: 
perciò «=«... (I). Il termine ò / resta indeter- 
minato se non è dato un punto per cui la 
retta richiesta debba passare: infatti il n,° delle 
parallele ad una retta r è infinito. 

Se r' è perpendicolare ad r sì ha 

. a . r tan.'l.r-\-<an.r.x n 

Mn.r'.j!=(on *+''.a:) 1 — T~ T [ 

L iWnn-'/.T tan.r.x —iOlcm.r.x- 1 

cioè tari. r^x=— T J quindi 

= — cioè (/a, -1-1=0... (II) 
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§. 333; Il sistema (y~ax +è, y=a i x+5)...(r,r l ) 
si riferisce all'incontro delle retter, r' perchè 
solo in esso sì verifica 1' identità delle coordi- 
nate, supposta dalla coesistenza dell' eq.' ad- 
dotte. Esse danno 

x=t±.; r =°- s -° t .',...(,) . 

a, — a " a, — a w 

e sono le coordinate dell' incontro. 

%i\ia.tan.r.r[=?tan{f J x— r.xj\=1^. ...(2) ...(2 24) 

formola che riproduce le (I) , (Ili qualora succes- 

. f- * fi » 
•ivamente suppongasi r.x=r.x ; K x= > wyjc. 
Se le tangenti a , a, trovansi nelle tavole , la 
differenza degli angoli corrispondenti dà subito 
r.r". Avendosi per es.° 
y = :r-j-2 . .,r;y=0 , 33362 x-\- 5 . ■ .. r 7 

si scuopre essere r.x = i*t, r'..r=i8.' 27'(sessag.); 
quindi r.r == 26. 0 33' , valore che meno spedi- 
tamente si ricava dalla forinola (2) , la quale 
si riduce .ad 

1-0, 3336... o,66637... , r 

- ^-^-=o4 99 67... t =i« fI .26.*33'.(*> 



nelle Miele i fasi certo e 
il metodo del f . ;4> ; 
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Sostituendo nelle forinole (i)— — pera, ed 

y t + ^1 per b., si ha V incontro della retta r con 

la perpendicolare y~y,~— — (cr— x,) che pas- 
sa per (x i , cioè 

^ x = X ^ a( f a r b) , y = fetoìtf ^...(3) 

' 5. 334 La posizione' di Una. retta r* dipende 
dal valore e dai segno dia ,6, e perciò si ri- 
chiedono due condizioni per determinarla: tali 
sono per es." eh' ella debba passare per due pun- 
ti (x,,r) , ovvero per uno e fare 
un angolo S con una retta data. 
Le i.'due condizioni suppongono verificate 

le {y^ax.+ b,?,— ■■ (4) 

e queste , trattando a , b come incognite, danno 

dunque la definitiva eq. della retta è 

S' ella dovesse passare pel solo punto (jc, 
si avrebbero le sole eq.' . . 

e quindi y—y t = a (x—x, ) 
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Trasportando parallelamente il punto M'(x ,r 1 
(F.« bo) al di là di M"P"(=r,) in m' si ha 
(=AP„- V) < o , e se la DE sia 
espressa con 1' eq. r , quella della UE' è 
_y=-aj-f-4. Sarebbe x,,— x^>oed^ — /, -io se 
il punto m' fosse tra M" e D'. 

§, 335 La distanza de' punti M' , M" , l' an- 
golo ay essendo qualunque , si ha (244) me- 
diante la formola 

fc=v / (x„-x / )* + Cr / ,-^,)V2(x i ,-o: J ) (r„-7-) co *- a7 r]-( 5 '> 

e se jj- = ì- t v • - 

»=V[(x„- *,}■+ Oy-r, >]..,. (5) > 

e perchè dall' eq.' (4) y„— J r r =a {. x „— &j)t Sl ha 

»=<*.-*',)V(.+«-)-- (6) 
dove si prendesse il punto P' è all a sinistra di A. 
Basta farex,=o, cioè S=x ti ^~\a-=f^-(23o) . .. (7) 

per esprimere le, lunghezza di una retta che 
passa per l' origine e per un altro punto M". 
È chiaro che x u rappresenta la projezione della 
distanza 3 sull'asse Aa\ 

Sostituendo ad M ' un punto qualunque (xy), 
l' eq. (6) dà x— x == __j , espressione che tra- 
sforma l'eq. r '' in v=- S-\- y t - 
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Talvolta ci gioverà di adoperare in vece dell' 
eq. r"' il sistema 

e faremo per brevità — 1 — = A. 

§. 336 Se le rette r , / si tagliano si ha 
rj?=/j;+r.r. Data la r ed r>' si.determi- 
na r.x e con ciò a i in _y— y t =ai{x— eq. di 
una retta , che passa per (.r .yj e fa con una 
data r un angolo assegnato. 
■ "§. 337 Per esprimere, la perpendicolare p 
tirata da (x t .y, ) sulla r , dalle forinole (3) , 
sottraendo^, da ciascun membro della i.» eq. 
indi y t da ciascuno della 2.* , deducasi 

x— x = a ^{j l —ax l — b) , y-y — ^{ax^b-y'), 
e mediante le forinola (5) si avrà 

p =*Cr •••■(9> 

Risulta pa=—i *....(.! o) se il punto dato è 
nell'origine: quindi (rag; ohe (F.* 70) J== B. |= 

perchè 

(*) g. 338 Anche i lati e gli angoli si pos- 
sono esprimere per le coordinate de' vertici , 
e si ha 
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* r g ' + c ' ~ A ' f,,'*?,,*—*/ 1 ,,—?^,, 
oos .b.c |__ tTc J ~ y(*„- h ,; ) * K*.,-*0' * C^Jv? 3 

n r > + c* -i_ x ,- +jv - ,-j r,r„ 

aa A B L ^,*V.')y[C»--«>tCr„-/>] 

a r J t\ B- — C— [ krs,, 

« OI - AX L~ a^B J ">'(*,**■,■?>'(*-■♦/■«) ' 

Attesa la fastidiosa operazione che si richiede 
per eliminare le quattro coordinate ausiliari , 
le prec. formole sono inopportune per li cal- 
coli trigonometrici , ma probabilmente posso- 
no servire ad altr' uso , fin qui non peranche 
osservato. [*] . , , . 

fi 33q, Se da un punto fx,,^,) -si conducono 
le perpendicolari P ,p', alle rette (r , r ) i 5 ™) 
e si suppone pxp'\', m\n si ha (337for.a.) 

eq la quale dimostra che il punto (x,#r) può 
«sere qualunque, purché sia nella retta espres- 
sa con la prec, eq. Ma l'eq.' (r r ( ) danno le 
forinole (i), e queste verificai» l'eq. addotta. 
Dunque si può stabilire ; • 

1 'al * sw^Jn-Ul "* Jl "S° r,: ■ Mflmm ™ 

U lUti metodi gii noli. 
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Teor. Che i punti del piano di due date 
rette convergenti , da ciascun de' quali possono 
condursi alle rette stesse due perpendicolari, 
aventi fra loro una ragione costante . esistono 
in una retta nota di posizione, e che passa 
per l'incontro delle rette date. (*) 

§. 340. Probi. Date due rette in un piano, 
ed in esso un punto, tirare per questo una 
trasversale in guisa , che il suo semmento sia 
di una data grandezza. Soluz.™ Sieno BC, DE 
(F." 7 1 .) le rette: determinato l'incóntro A (333) 
vi si [jofiga l'origine e presa la DE per l'asse, 
delle x, sieno 

J=ax, 3—y,=a, (*+*,), 

le respettive eq. 1 della BG e della trasversale 
richiesta FG. L'eq. della DE essendo y=o ab- 
biamo per ciascuno de' punti. G, H, il respet- 
tivo sistema 



Dal i- *=2f*fc&(«ÀP). f^ <a ^Q=G?) 
bai 2>x=-15±£, (=AH); 
e fatto = 3 il semmento, 
J-[=GP+(AP-AH)-]=«-[(^)- + (^gig)'] 



metri Piof.n Kmmbio Finteli , Segreta 
nella pio/onda ma Opera, eie ha pei 
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eq. le cui risolventi sì costruiscono, come ve- 
dremo, mediante le intersezioni di un circolo 
e di un' iperbole (*) Le trasversali soddisfa- 
centi, nell'ipot. da cui siamo partiti , sono due 
FG , FG' : talvolta quattro se if punto F ea;1e 
in uno degli angoli CAE, BAD (tV 72); due 
di esse provengono eguali, quando Equivale 
alla minima retta iì, che si possa condurre 
per F ai* lati dell'angolo GAÉ; svaniscono se 



Di fatto, l'eq. &=ax spetta alla sola trasver- 
sale che incontra la DE ad angolo retto. 

Se CÀE = '/.*- (unica ipot. a cui Newton si 
limitò nell'Ari!., Univ. ) risulta a— <», e l'eq; 
del probi., soppressi i termini affetti da a, a« 
(ia3) riducesi ad 



eq. che si rende molto più comoda quando 
x,=y, , po^hè facendo a* =a t t— 1 si cangia in 




L'eq. sopra ottenuta si deprime al 3." grada 
quando *",=— , ed è 
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Supponendo CAE=o risulta a=o e l'eq. del 
proni, si riduce a &'a*= o; eq. il ai cui 
mutile significato si è, che due rette parallele 
non possono avere un punto comune . senza 
che coincidano insieme. In tal caso s' indichi 
la BC (F." 73.) con l'eq. ? = h i e sostituita 
questa ad y—axn&\ sistema relativoal punto G, 
l' origine 'essendo, in un qualunque punto D 
della retta inferiore , si avrà per rapporto ai 
respettivi punti G, H f 

*=- f=DC). j-=oj quindi 

r[=HP+(DP-DG)'] = £ 
e-però *, = W/r^-- 

Da un punto m della BC si tiri sulla DE la 
perpendicolare mp : col centro in m ed il rag- 
gio m?= $ si descriva un arco che tagli la 
DE in q, r e si avrà a,= ± ~, dove il se- 
gno — si riferisce alla trasversale FG'. Torna 
però meglio costruire il semmento 

Se venga proposto il seg. 

Tom. II! p 
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fi 34i. Probi. È dato un punto F per mezzo 
delia sua distanza FA (=*) (F." 7 0 f <*^*»- 
go/o FAD, cfe si suppone = DAB (=■* *) , e 
j-ì' w note il semmento HG = in vece di so- 
stituire nell'eq. (ia) x=icos.'^,y=ìsen.^, 
giova assumere come incògnito un nuovo ele- 
mento, e profittare di un'acconcia prepara- 
zione geometrica. 

Sia ABC= » (F.- ?4) - DB-FG-J, EÈC=*t. 
Condotte le DL , Gì , perpendicolari a BH , si ha 

DL= -Isen. **(-»*) e facendo BF=x, 

LF=Vx^-A', IF= ij7^h',Gl= 3 J!. 

SiaBL(=^ cos:-kì)=?t, e siccome 

BL:DL::BI:GI, siavrà 

a* «ate 1 - A- -k' )x- +af (** - A' ) -A' ); 

che per essere 

f=A'4-A" e A--A , =J*(<:oi."/.fi-«n.*'A9) 

= S" cos. fl , si riduce ad 

x* -J-aJV +a&'cos. i 'x= 2' cos.i . 
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Pongasi e si avrà finalmente 

y> -j- 2 cos. = coj.9 . 

ARTICOLO IL 

JDe' pu/iù' e delle rette nello spazio . 



J. 3 4 s. Un punto è determinato nello spa- 
zio quando si ha la sua respettiva distanza 
MM'-a, MM"=A, Ml"' = c ( F.' 7 5) da tre 
piani ortogonali noti di posizione t xhy, xkz, 
yAz ; così esso equivale all'intersezione di tre 
piani paralleli ai respettivi piani coordinati, 
' uno distante da xj- di MM', l'altro da ara di 
MM" , il 3." da yz di MM'". Tirate per M' le 
M'P , M'Q, perpendicolari ad Ax, Ar, e con- 
giunto P con M", alle due distanze MM", MM' 
si possono sostituire AP PM' ( =y) , 

e facendo M"P (— z), si ha per esprimere la 

rsizione di un punto M dato neflo spazio, 
sistema 

La x=« indica un piano parallelo ad yz - 
e cosi delle altre . Nella pratica archi tot tonica 
ogni notabile punto di un edilìzio si rappre- 
senta con due projszioni , una orizzontale M', 
l'altra verticale M": ciò 'suppone cognite le tre 
distanze di cui sopra, perchè M' dipende da AP 
e PM', M" da AP e PM" (=MM') ( ma si ha 
il vantaggio di una comoda esecuzione . Il di- 
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se^no formato dai punti M' dicesi piano geo* 
mettale ; quello che risulta dai punti M" pm- 
Jiìo se interno , elevazione se esterno all'eoi- 

Trattandosi di un punto che si debba tro- 
vare in una data retta R, basta una projezio- 
ne x=a , z—c , poiché se ne ha una seconda 
z = c> y^bc+p : se dev'essere in due rette date 
si costruiscano le proiezioni delle rette e l' in- 
contro dell'une e dell'altre darà quelle del punto. 

La grafica determ inazione di una retta si- 
riduce a quella- di due de' suoi punti. Sieno 
(F.« prec.) til", N" le loro proiezioni verti- 
cali , M , N- le orizzontali , e. le rette 

M" N". . . , M'N' . . . (j*=tìx+y ) . 

costituiranno la situazione della retta: Alla 
M"N V può sostituirsi la a." projezione verti- 
cale in yz, la cui eq. jr=4*+p. Due proje- 
zioni portano dunque seco loro la 3.* - Noi ado- 
preremo il sistema 

\x=*u+b; y= &*+&}...... R 

V eq. di ciascuna projezione è simbolo del . 
piano proiettante . 

Eliminando dal sistema R la * si ottiene la 
3." projezione 

Si ha l' incontro n della retta con xy pro- 
lungando N"M" in m,indi N'M' sino alla per- 
pendicolare alzata in m nel piano xy all'asse A-r. 
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§. 343. I termini a , (3 nel sistema R rap- 
presentano le coordinate AB,BD(F." 76} di.-! 
punto D in cui la retta prolungata incontra 
il piano xy: i coefficienti a,b sono le tangen- 
ti degli angoli fatti dalle projezioni KC , FG 
con Az. Infatti BP: MP (ordin. }::te«.BMP: 1, 
BP=AP-AB=x-», MP=z ed x—*=Jan.ììMP.z , 
cioè ec. Dicasi lo stesso per FG. 

Conoscendo a ,b J3, Basta dare due suc- 
cessivi valori ad *, e calcolare col sistema R 
le y , -z : V estremità delle coordinate corrispon- 
denti jr , z ; ^ determina la projezione 
di due punti della' retta R e perciò la retta 
stessa . 

344- Sieno i punti M (x.y, z ),m {^ r y,\ z ,-) 
( F." 77 ) Congiunte le projezioni m , M si tiri 
per m la parallela ad m'W , che incon- 
tri in r la MM'; per MM' ordinata M'Pe per 
m' la m'O parallela ad Ax , che tagli in O la 

M P . Siccome mrM=-hr si ha la distanza mM 
ossia' 

*=V[^' + »T ]; e perchè w*=mt*=*/\jfo ] 

Kn=z~z r , M'0=y~y, ,m,0=x — x,', risiili» 

»=V[ ^ («-«,)■]. . . (1.) 

Se m cade in A è S^V(x' -{-y'+z') . 

Essendo n V incontro della M/n con xy t fl l'an- 
golo ch'ella & con la sua projezione, si ha 

ftf m _ mr ,'i»M' prof e z. 

cw.Ì~~ coj.fl ^cot.ang.Ìncid. ' 
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formola =% quando Mm è perpendicolare ad 
xy , perchè, qualunque sia la sua lunghezza, 
la projezione orizzontale è la stessa . 

Supponendo ì piani coordinati qbbliqui fra loro, 
una costruzione analoga a quella sopra esposta, 
combinata con le forinole (^) del <j. 244 , dà 

a (j;-I,)C»-s,)<:oJ. ifs ( 3C?'-J:)(i- 1 ,) ™- ■ 

J. 34^ Conoscendosi le distanze di un 

punto M da tre punti dati M' (x r-zX M", M' ', 
e perciò M'M'=A ^M" M "~ a' , M M"'= a" 
si hanno l'eq.' 

(-*-*, >+Cr-x )■+(*-*, 1 

(*-*,„> Hj--y,„yii*-*„>= 3"- ) 

che ficendo 1 »„ — *=(, ,y„—tr^=u, , z„—i 



Ìe+ U -+V=>- (,4) 
(_,,)■+(»-»)•+ („-„,>=>- 
('-'„)•+(«-«„)■+ C«-»,J=»~ 
C +'■*«* +*'#, l!= A'* : e danno 
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tt t uu,4- vv , ~ "• ( 3 " + A *~ * ") (= *) 

(„H-U„«H-W I W= 't (i'+A'"— }"*)(=*,) 

Quindi < »<»«- M« 

e quest' espressioni riducono l'eq. (14) alla 
forma 

Àv*4- 2 B v = f- C : 

Ottenuto il valore di / , * , v si ha .r,^- , z e 
perciò la posizione del punto M. Per decidersi 
nella scelta di uno de' valori di v bisogna sa- 
pere se il punto richiesto debba trovarsi al di 
sopra o al di sotto del piano M' M" M'". Di- 
fatto i dati del probi, significano soltanto che 
il punto dee trovarsi nella intercezione di tre 
superficie sferiche , aventi il respettivo centro 
in M' , M" , W" , il raggio respettivo 3-, V, i"; 
intersezione che si riduce a quella di un cir- 
colo e -di una sfera. 

§. 346 Per rapporto ad una retta qualun- 
que R che passi per {x it y i> z^ 

si ha {x, = az 4 +»,y t = ès i +Pl...R t , 

e perà \x- — z-z~) , jr-jr =b{z-z t )\... R-R, 

dove a , b sono coefficienti indeterminati. 
Se passa anche per .(x^ , y u , Z/i ) sussiste 
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j x„ ■ , y„—t»„ + 0 i • • - R„ 

La differenza delle R, , R„ dà 




e sostituendo in R, si ottiene 

Dunque la retta proposta vien' espressa per 
x= J— — -if r-f-x„z.— z„X,i 

In vece del sistema R— R / può adoperarsenS 
un altro , talvolta utile. '.. 

Sostituito l'equivalente d' x — x ed'j-i, 
nella i.» forinola (n ) (344) si ha 

ì=(z-z t )\ che diremo (z-z,) /* ,ed 

è il sist. richiesto. '*''*>..' 

Se i piani coordinati sono obbliqiii ( ai tre 
termini di k si aggiunge 

s(abcos.x.y -\-acos.x.z-*rbco$.y.z) , 
per comodo scriveremo 
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5- 34?. Se la retta [,r=« i+«,.r= A 
è parallela ad R, condotto uii piano P per 
entrambe, ciascuna equivale all'intersezione di 
un suo piano progettante col piano P. Ma ì 
piani projettanti , relativi ad uno stesso piano 
coordinato, non possono incontrarsi se ciò non 
avvenga delle rette a cui appartengono , e però 
sono paralleli. Dunque (Geom." ) parallele sono 
tra lote-4e interse/.ioni degli anzidetti piani 
proiettanti col respetti vo piano coordinato, tal; 
cioè sono tra loro sì le projezioni orizzontali 
che le verticali, delle fette proposte, e però 
se R, R' sono parallele deesi avere 

[«=«,., *=*,] — (HI) 

Supponendo data la retta R, l'eq.' della pa- 
rallela, cioè 

(,5) 

contengono le indeterminate ma que- 

ste si eliminano obbligandola a passare per un 
solo pùnto, poiché l'eq." (i5) combinate con 

riproducono il sistema R— R ; con la differenza 
che ora i coefiìcienft a , b sono cogniti. 

J. 348. Se due rette R, R' s'incontrano vi 
è un punto in cui hanno comuni le coordi- 
nate: m' esso coesistoii dunque i sistemi che 
le rappresentano: ma eliminando con questi 
x , jr , x, si ottiene 
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, {a-a) 0~ft)= («-*,).(—.).. • (IV) 

Dunque se le rette R, R' s'incontrano dee ve- 
rificarsi il criterio (IV). 

La proposizione reciproca si dimostra rica- 
vando z= a J. — - dalle projezioin in xz, indi 

z — da quelle in^z, ed osservando che 

il criterio addotto rende identiche le precedenti 
espressioni, ed insieme quelle del respettivo 
valore à'x e dy, proveniente dall' eq.' 

X—az + », x = a,z~\-a i ; 

y = bz + $, y=bz+p,. 

Bastano tre dell'eq. 1 R, R' per determinare le 
coordinate dell'incontro, cioè 




y = ti — ? ovvero z = * — j . 
J b~b, a— a, 

Se a=a e b=b, il criterio si verifica, ma sic- 
come ciascuna delle x, y, z risulta influita, 
le rette non incontrano giammai, vale a dir* 
che sono parallele (S. precA. 

§. 34g Conoscendosi le %ette R , R' 
si conducano per l' origine (F. 78) le rette 

J x=az ,y=bz} , { x— a z ,y = i'ai.... R„ 

parallele alle prec. L'angolo di queste è uguale 
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all'angolo RE.' delle rette proposte se queste 
prolungate s'incontrano. In caso diverso esso 
equivale all'angolo fatto dalle proiezioni delle 
rette stesse su di un piano parallelo ad entram- 
be (*) e tale appunto è nel caso di cui si tratta 
la misura della reciproca inclinazione delle 
rette date. 

■ Ciò posto, prendasi su ciascuna delle R u un 
punto distante dall' origine di una quantità=i. 
esieno(F.' 78) M, (x, , y, ,J!,)M'' . ,y„ ,z„) 
i divisati punti. La loro distanza è (t 78 n.° ìl) 
= 2 sen. R.R', e se si concepisce una sfera 
avente il centro nell'origine ed il raggio =1 , 
si ha 

x i 1±=a z , ) 0, ~h &i > x '~ 1 ry l ' ~\~ z , " =1 ; 
Le prime e le seconde respetti vamen te danno 



' _ a, b, i 

Ma rtfjff'=^_ J ,3^,- r ,)-Ki,,--z)'C344)==>™'''''X 

« sostituendo 2(1— ea^.R.R')per4.K■/i.■ , ^. R.R' 
(224 n." II) si ritrae 
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coi. RJt'=i— *|*„— *" t y»~!r' i *»— *< |— 

Dunque»». KJt, =-^±^....(,6) 

Le rette sono rettangole quando coj. R,R'=o 
e ciò dipende dalla condizione 

i+flfl, + AA=o. ..(V) 

£ 35o Se la 2." retta R coincide con A*., 
le cui eq.' (^=0,^=0) , danno a=o e A =0 , 
l'angolo R-tz della retta R con Az resta de- 
terminato mediante la forinola 

. «-^-^•'•"(") 

Supponendo che la R' si trovi nella posi- 
zione di ky , asse per cui _ 

J:r=o , z=oj , è 0i =o , b, ( = £.= =<* 

e però cos. R.^ = ^ lt ^ a . ti .j ' -• * t- 1 ^ 

Così se R' cade su di A.x , dove [>=o , 1=0] 
e però A,=o , a = «> , risulta 

cos. R.x= g .--[19I 
Dunque coì.'R!x + cor.' r£ | coì." R,z=i...|>o1. 
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teorema notabile-, relativo agli angoli che una 
retta tirata per l' origine fa con tre assi ret- 
tangoli. Viceversa se si suppone che la i." retta 
R successivamente coincida con ciascun asse , 
si hanno le forinole 

^(.KW) 1 "* 11 ^ 'OH'I*')' eoi Ji. *= yf~WT) 

La somma de' prodotti 

cos.lt.* cos. K* , cos.Rj- cos.R§- , cos.lt. a coi. fi.'i , 

riproduce la forinola (16). Dunque 

col .RA'=ec4.nj e os.Rt I ic™.l£rc"-tt j-4c«.*.m«u.JI?* 

Siccome (F.* 77) ^ & 

sen. MAM' — ien.('i.»--R.z)=t?oj.R.s , 
jen.MAM" =sen.('i.x~R.y)=cos.1\.y , 

il teor. I si verifica eziandio per rapporto ai 
seni degli angoli che una retta tirata per l'ori-, 
gine fa co' piani coordinati. 

§. 35). Prese sugli assi (F.*8o) le partì 
A^, , Ar, eguali ad 1 , e condotte dai punti 
p , q , r, le respettive perpend icolari pp, , qq, , rr t , 
su di una retta AR , risulta 

Ap^=eas.RÌ, Aq,=cos.R%- > Ar?=coa.£t , 
cioè Ap* +Aq* -$-Ar* =1 : "» 

Ap' = Ap -~pp,' Aq, =Aq ~qq, t Ar, = Ar ~ lr i " 

dunque si ha 
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Teor. p~i?" + "(=3-i==2)=2(-£r+^" 

Sia k la distanza .Ar , si tiri da r la per- 
pendicolare r t s sali' asse As ,. e si avrà 

i) 1 As 
cos.a..z = — , 

Per rapporto ad un'altra retta AB', su cui 
siasi presa , partendo dall' origine , la parte 
As^k, chiamando s t t la perpendicolare con- 
dotta da s, sull'asse Az, si avrebbe coi.R'.z — 4f . 

Si faccia lo stesso per rapporto ad R.y, j£y ec.: 
dicansi 1\,h,, A 3 le projezioni di h; k, ,/r, , k, 
quelle di k , V une e l' altre sii i respettivi assi 
Az", Ay , Ax , e si avrà (far, si) 

Teor, h.koos. Rtft'—A, k, k, +A S k, . 

§. 35a. Considerando ciascuna delle rette R, 
ed una 3. s retta [ x= a,'fi , y—b^s ] parallela 
alia retta data 

[ ;P = fl , |2 +«„,;=V+3J,..R J , 

si scuopre che tutte e tre le rette R f , (34gJ 
sono perpendicolari fra loro se si verificano 
identicamente 1' eq.< 

+aa, +it,=q , i f-na,, triA„=o , i *o A , + *,*,,=» ] . 

§ 353. Per rischiarare con l : evidenza geome- 
trica la derivazione delle formole (i8J, (19) 
e (20) (§. prec.) si concepisca un romboide ret- 
tangolo «f(F.»8i ) e « ponga gh=b , eh=a , 
a?i=i . Tirate le diagonali ca , ce, cg, eh, si ha 
dal trigono ach rettangolo in, a , 
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eosxha ossia cos.R.z ^=-J_^ =. —- L— : 
Dal trigono cgft rettangolo in g, 

cosate ossia ^• R ^(=4r) = r(.+t+i-> : 
Dal trigono cei rettangolo in * 

«u«Ae ossia co s .R. x {-= ±) = > 
Facendo «A=c le respettive formole prec. 14 si 



/•(«■+*■+■**) "("• +*'+«'■) ' "O+i'+i*) 
Due di esse, per es.° le due prime, danno 

cDS.iì.i eoi.Ai em.fl.i 

Dunque due degli angoli R..r, R.^, R.z, e la 
specie del 3." bastano per determinare la po- 
sizione di una retta \x=az, Y=bz\. Si na 
una conferma di questa verità considerando 
l'intersezione de' tre coni di base circolare, ge- 
nerati da una retta , che senza dipartirsi dall' 
origine si rivolge successivamente intorno a 
siascuno de'tre assi, facendo con esso costan- 
temente un angolo assegnato. Per es.° i coni, 
il cui respettivo' asse è kx, A/, danno due 
intersezioni rettilinee, esistenti in un piano per- 
pendicolare ad xAy: una è superiore, l'altra 
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inferiore a detto piano. La retta proposta coìn» 
cide con l'intersezione superiore se il suo an- 
golo con Az è <V*t, coir inferiore se >'At. 

$. 354. Mediante la formola [16] può deter^ 
minarsi una retta che passi per [.r , y t , * J e 
taccia un angolo fl con una data retta R. 
Sia • xx=az+i,, r=£,a -f- /3 (1 
la retta richiesta. Trasportata l'origine nel 
punto assegnato , le prec. eq.< divengono ■ 

Dal criterio (IV) (348.) cioè b > . 

deducasi (a, —<i)j3-|-£a] e sostituendo, 

in (16) si avrà 

« <ija^ );^( a ^7) 

* v / (. +a 'V')v'[«H»W40^V^) , f^^)i- 

e<j. che fa conoscere « ( . Dunque ec. 

Se la retta vuoisi perpendicolare alla pro- 

fosta dev'essere \-fcaa-\-bb==o, e sostituita 
espressione di b : , 

>+«»,+[(•> ,-«W+f «] ■■ »= 0 , 

Il punto d'incontro si ottiene combinando 
l'eq.' R con una dell'eq. 1 x=a : z, y^b^, ed; 
H risultamento è 
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ovvero 




La porzione della retta richiesta, compresa fra 
{. x i>J,> -O e 1* retta data, è 



L355. Un piano può concepirsi generato 
rivoluzione di una retta intorno al punto 
in cui perpendicolarmente incontra una retta 
data, con la condizione che l'angolo delle due 
rette si conservi Io stesso; ed un'eq. espri- 
mente la retta generatrice in tutte le sue pos* 
sibili posizioni, è il simbolo di un piano. 
Sieno 



!.,.[>*=«(*-*,) , r -jr=J («-*,)]. ..[R-R,(346)] 



le respettive eq.' di due rette che passano en- 
Iramlif: pel punto (x^y^z,). Supponendo sod- 
disfatta l'eq. \-^-aa^fhì, —o (3/fi)) esse diven» 
gono rettangole, e se fra l'anzidetta eq. ed il 
S.° sistema si elimina a, e b i si ottiene 



ARTICOLO III. 



Del piano nello spazio . 




x~x l 



ax-\-bj + g—c... (22) 



Tom. IL 
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dove c--ax-^-by l -\-z i ; eq., che siccome indi- 
pendente da a t , b t , si riferisce a tutte le per- 
pendicolari condotte per (x^y,, z,) alla retta I, 
e perciò rappresenta il piano in cui son tutte 
comprese. 

Quando c=o il piano passa per l'orìgine 
perchè all'ipot. x~o ed y~o corrisponde z— o. 
Prescindendo dall'evanescenza di e, la sosti- 
tuzione di zero per x e per y dà z=c, ordi- 
nata all'origine. 

Giova alla simmetria ed a qualche ripiego 
analitico rappresentare il piano con l'eq, 

Ax+ By + Cr+D=o . . . . P 

Così l'ordinata all'orùnneè — .P . 

C „ 
L'eq. P determina un punto del piano per 
mezzo di una projfvi, >nc del medesimo. 

Le intersezioni di un piano coi piani coor- 
dinati diconsi tracce, e si ha l'eq. di ciasche- 
duna facendo nell'eq. del piano proposto suc- 
cessivamente—o una coordinala. Così .r— o dà 

i r -f z =c, eq. della traccia CD', (F-* 81) 

ed è tan. kVC=-l>=- - . , 
c 

Dall' ipot.^=o risulta ax~\-z= c, eq. della CD 
e si ha tan, ADC = —a = — Ò. . 

5. 356. I coefficienti necessari essendo tre , 
altrettante condizioni bastano per" costituire 
un piano. Dati per es,° tre punti per cui un 
piano debba passare, non si ha che da sosti- 
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tuirfe le respettive coordinate nell'eq. (22) per 
ottenere tre eq." analoghe, atte a determina- 
re a, b, c (*). 

Un piano è altresì costituito mediante una 
traccia e l'angolo diedro ch'esso fa col piano 
coordinato su cui la traccia esiste: Sia DD' 
la traccia data ed AUD'=-n. Per un punto H 
della DD' si concepiscano le rette HG* HE, 
perpendicolari alla DD' , la i." nel piano xy. 
la 2.' nel piano CDD 1 di cui vuoisi l'etj. per 
mezzo degli elementi ADD'— *, EHG=(3, 
AD = y. 

Siccome tón.CDA=a abbiamo EG=# ed 
EG=ton.(3. ma due tangenti trigonometriche 
uguali, in circoli diseguali, stanno in ragione 
inversa de'raggi: dunque 

a : tan# : ; HG (—sena) ; DG (=1) 

ed a = jen.«ten./3.i..(23). 

Nello stesso modo si trova 

b = cos. * tan.fi.... (24) . 

Per appurare c s' immagini il punto (^,,X,,z^ 
in I, intersezione delle DL, D*M, respettive 
parallele ad Ay, Ax, e siccome risulta 

*,—<>, x,(=AD)— y, y^AD'^rytan.*)^?^ 

(*) TialaioHmo ii rintraccisi* le ie&nilìve espressioni provenienti dalli 
>l. -■„... , jn-rtl,,: ;;iL pa;itj iiiuiiir, alla t,„,\ n '■..-,.£, sa . 

m- ■ ir:r.L[li p :! ,^11;:,,: il ,,[., is„ di ,::ii ,i i r ji„ ,] [ro „;,., ,j r j. 

' - »' !.- in. ne coordinilo (, sul fins ) . 
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si avrà c=a-y~{-èy l . 
Giova notare che si ha 

tan.*=t ~. e tan. |3=V <z* -\-ò' : 

la 2." ottiensi eliminando * tra le (23) , (24). 
§. 3JÌ7. Paragonando le tracce . 

7 =~J+-H (355)...}( 2 5) 

con le omologhe projezioni 
[x=az~ s r x l ~az l , y=bz +y-òz i ] ... .(26) 
della retta I, retta d'altronde perpendicolare 
al piano (22), si scuopre £332 for. (II)]: die 
quando una retta ed un piano sono perpen- 
dicolari fra loro, tali pur sono le lincee dell'uno 
e le corrispondenti projezioni dell'altra; e vi- 
ceversa. 

Per assicurarsi della proposizione reciproca 
basta avvertire che le tracce (25) determinano 
il piano individuale (22) { giacché due rette che 
s'incontrano equivalgono almeno a tre pinti, 
non situati in linea retta ) e le proiezioni (26) 
esclusivamente si riferiscono ad una retta de- 
terminata ( 342 ) - , r ET • 

Sostituita l'eq. P alla [22] le tracce [25] si 
cangiano in 
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Dunque affinchè un piano P ed una retta 
R sieno perpendicolari deesi avere 

[A=«C, B=iC]...[VI] 

e l'eq. del piano perpendicolare ad R è 

CX+l r +z + S = 0; 

Posto ch'esso debba passare per [jt, , y t , z ( ] 
sussiste anche 

ax^rby ( 4-z,+ 5 =0, 

e sottraendo questa dalla prec. si ritrova l'eq. 
[22], il che Facilmente si spiega. Si ha l'in- 
contro di una retta R e di un piano, deter- 
minando jt, y s z, mediante il sistema dell'eq.' 
R e [22]: quindi la distanza fra l'incontro 
suddetto ed il punto zj [344]. Sosti- 

tuendo j per a,b nella formola [ 1 6] del §. 349, 

diviene complemento dell' angolo fatto 
da R' col piano, che diremo R'.P. Dunque 
«n.R.P = Afl,+B&,+C ( } 

%. 358. Due piani sono paralleli quando tali 
sono le loro tracce omologhe su due piani 
coordinati [Geom.] Dato un piano P, per de- 
terminarne un altro parallelo 
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A'H-B> + C'*+D'=o...P' 
Ai+B 7 +D=o, A*+B>+D'=o, 

i piano parallelo a P 

|rA*+B.H-C*]-hD'=o, 

che mediante la moltiplicazione per ^ si ridu- 
ce ad Ax+BH-Cz+D"=o , doveD'(=?IQ 
è un n.° indeterminato. La differenza dell'eq, 1 

f [A*+Br + C.] + D'=o, 

% [A»,+Br,+ Cr,]+D = o 
dà quella del piano richiesto , cioè 
Ai+B^+O-CA^+B^.+C»,)^.... (•) 
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Eccone la costruzione. Se si conoscesse il pia- 
no richiesto N'jVN" ( F.= 82) tirando pel dato 
punto P la parallela ad WiY , questa sarebbe 
nell'anzidetti.» piano, ed incontrerebbe la trac- 
cia NN" in un punto Q' situato nel piano oriz- 
zontale condotto pei 1 P. Dunque 

Q'Qi ptrp. ad 4&=P"B (j,rrp. C0 ™ ^p.^PPidiu.fmP^ ) 

Quindi QP' parallela a QP e però ad MM'. 
Fin qui l'analisi. Invertendo l'ordine si tiri 
per P , proiezione orizzontale di P, la parallela 
ad MW : il punto Q in cui essa incontra A.r 
è noto perchè QP'R- 'far— P'QR= >Af — M*5l*. 
Si alzi la verticale QQ-P R; per Q' si condu- 
ca la JN"N parallela ad M"M , pel punto N 
dov'essa incontra A.r, la NN' parallela ad MM' ( 
e si avrà ec. 

<$. 35g. Se R è parallela a P , la retta 
[ x—az ,y—bz ] parallela ad R, coincide col 
piano A.r-r-Bj'-r-Cs=o parallelo a P. La ri- 
sultante che sì ottiene eliminando .v ed y dalla 
prec. per mezzo delle due prime , dovrebbe dare 
tutti i valori dia comuni alla retta [_ar=az^r=òz] 
ed al piano Ax-f-BH-C*- o: ma il n.' di tali 
valori è indefinito e la risultante anzidetta, 
necessariamente di i. D . grado, non può darne 
che uno: d'altronde non v'e. ragione percui 
ella ne porga piuttosto uno che un altro: dun- 
que non dee dame alcuno, d'espressione di z 
da essa dedotta, è legittima bensì, ma vaga ed 
insignificante, cioè della torma °j. . 

La risultante di cui si tratta essendo 
( <iA-j-£B-|-C)s=o , ne segue che debbasi avere 
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«A-J-iB+C=o...(Vin) 

Tal è la condizione perchè una retta sia pa- 
rallela ad un piano . 

Per due punti dati può generalmente con- 
dursi un piano Lx-|-Mj'-f-NzH-i=-o paral- 
lelo ad una data retta R ; la ragione si è che 
debbono coesistere : 

aL\ltfìN=o, LxAtSj;\NfM=o, Lx^r.^'.A "=° 
e ciò dipende dalla condizione identica 
<«■„-**„ X*,-™,-°X<vH>*, X * ,-«„-«)C)- 
Il piano richiesto è unico quando la retta che 
unisce i punti dati , trasportandola parallela- 
mente incontra la proposta ad angolo retto ■ 
Due piani paralleli 

Ajt+Bj- + H-D=o.,-P; hx+fy -f^-f-D^o... n 

possono però sempre condursi per due date rette 
R, R che non s' incontrino . Difatti, eliminan- 
do x , j fra l' eq. 1 R , P , indi fra le R' , n , si 
ottiene 

AHjjg+g Aa-j-8p i +D / 

*~ Atf+Bfi-r-i' ^-i-BA.+i : 

e per la ragione qui sopra addotta , 
À»-t-Bp+D=o, A«4-B6+i=o, 
A»,-|-Bf3+D =o , Aa,+Bi+i=o ; 

O intani x l -az,-a=x I u -a--a-a , 
ti ay -bx — ar -bx = afi-uò . 

ÀSach* il piano risulti i ìPr F ;,iidU-oLiv.;'aH> reità deY' Essere (Crii. VI) 

**i*-hrt* ',=•"„* ha*-*,. ■ 
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§. 56o L'eq.'R— R, (3A6) si appropriano al- 
la perpendicolare p, condotta per (x^y^zf) 
al piano P , sostituendovi ( 35? Crit. VI ) 

-g , ^ per a , b, e divengono 

CCx-x,) =A(z-s ( ) , C (x-r t ) =B (W.) : 

Queste combinate con l'eq. P danno le co- 
ordinate dell' incontro , e indicando per P, il 
piano Aa: + By t + Ci, + D= o si ha 



(A' t B-)«-(4 J -, 4 C r , + D)C „ _ C.P , 

rf* _l_ ni _l_ i a , di i r- 



Quindi la distanza tra '1 punto assegnato 
ed il piano , 



r B ( ^ -i B.P. , , 




tioè /)= 



....(28) , 



....[20] 
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se il punto anzidetto è nell' origine. In tal 
casol'eq/ di p sono x= — z ,_j-=?_z;(35o)siha 



COS. pJ7 = 



e ridotto il termine costante D all' unità , si 
ottiene 

cos. p.x = p.A , cos. p.y =p.B , cos. p.z = p.C . 

§. 36i Probi. Sono dati nello spazio, un 
punto M'' (a-,, ,y-,, , z„) , "Q piano P ed una 
retta R , e si vuol determinare in questa un 
punto M' [x^y^z] tale, che la distanza S 
ira M' , M stia alla perpendicolare p condotta 
da M' sul piano P come in : n. Soluz. ne L'eq.' 
del probi, sono 

jc, =az i -+-* , f l =bz, + (3 , 

« " [0; ,",)*+ Or„T,y * («„-«#) - r(A'*B>W) 

ed eliminando x, , r, dalla 3." innalzata al 
quadrato , si ha per la determinazione di z t 
un'eq. di aggrado, . 

Lo stesso intento può conseguirsi con due 
altri metodi molto eleganti. 
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Per la data retta IL (P.« 83) sì concepisca 
un piano perpendicolare al piano proposto , e 
sia NM 1' mterse/.ione dell'uno e dell'altro, 
R il punì* dato, O il richiesto punto della 
IL , OP la perpendicolare ad *IN . Determina- 
to l' incontro Q e l'angolo 0§P [357 ] sì ha 
OP : OQ : : sen. Q : i ; ma per ipot. RO : OP : : m : n; 
dunque RO : OQ : : m jen.Q : n, e basta divi- 
dere IQ in O con una retta R O sicché 
RO: OQ : :m Sen. Q : n , per lo che si prende 
Qi -M, si descrive un arco col raggio ih=msen.Q 
e si conduce RO parallela ad ih. Cosi il Chia- 
rissimo Flauti f Geom. di Sito §. i 65]. Facendo 
RQ-o , HQ= b , RH [perp. ad IQ]=c-, HO=:r , 
dal che OQ-=A-j: ed RO=V [e' , risulta 

v' fc'-f-jr'] : b—x : : msen. Q : n 



§, 362 Se due piani P, P,, s'incontrano le 
loro eq.' coesistono in tutti punti dell' interse- 
zione, ed eliminando fra di esse una coordi- 
nata , si ha la proiezione dell' intersezione sul 
piano perpendicolare alla coordinata eliminata. 
Facendo per comodo 



BC,-BC=/ , CA ,-C, A=m , AB —A B=« , 
DA,— D A— A, DB -D^* , DC,-D ( G=» \ 



doè*- + . 




'sen.' Q— n* .[ 



■["] 



O Qn«f ultimo mttOio, « (li 



fiali , * italo dtUl 
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ipotesi che danno l A ~\- m n ~\- n t= o . ... [3o] 
tutte e tre le proiezioni sono 

\ly-mx±f=o, mz-njf A=o , nx-lz+n^ro] [3i] 

e due producono la 3." 

Il sistema [3i] è talvolta preferibile a quel- 
lo del $. 342 , 

cioè [x=az~\-a ,y=òz+^, òjz=ay-j-òa-afi] 

perchè , eliminato un coefficiente con l' eq. [3o] 
uno eie' cinque che restano è arbitrario , e può 
servire a liberare il calcolo da qualche com- 
plicata funzione che lo imbarazzi. 

Si può dunque determinare la posizione 
della retta lungo la quale s'incontrano due 
piani dati di posizione. 

* $. 36'3 Un piano P incontri il piano P, 
ed un punto [a?, , y i , z,;] sia tale , che le per- 
pendicolari da esso' condotte a P , P' stiano 
come m ,n . Si abbia inoltre un piano P" che 
incontri P', e le perpendicolari tirate a P' , P" 
da un punto \x tl ,y h , z /( ] stiano come n , r . Le 
due ipot. di cui si tratta somministrano l'eqV 

«[A* tBr^Cz-j-D] _m [A,x,+B, r ,4.Qz |D,j m 
^ + £■ + 0) r-K-+B,- + CO "" LJ 

r [AA„+B ir , fV C, g „ + D,]_ n [A f ^^B„ rii |C^^D, , 
*{(a,\ 4 b; + e,* ) TCZj +a„* +c„. > '"' 

e queste insegnano che le coordinate de' due 
punti richiesti posson essere qualunque, purché 
appartengano al respettivo piano espresso dall' 
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eq. [ [I] , [II.] Dunque l'intersezione de' predetti 
piani comprende tutti i punti soddisfacenti 
ad ambe le ipotesi , e si può stabilire : 

Teor". Che ì punti da cui partono tre perpen- 
dicolari (aventi un dato rapporto) a tre piani 
dati di posizione , e che s' incontrano a due 
per due , esistono in una retta di cui è nota la 
posizione. 

Il teor. prec. serve alla soluzione di un dif- 
fìcile probi, cioè : . 

Trovare nell'interno di un tetraedro un pun- 
to , che unito coi vertici , dia auattro tetraedri 
aventi fra loro un dato rapporto : probi, la 
cui soluzione fu da Laerange rintracciata 
[Beri. 1 773] per mezzo dfreconditi ed astrusi 

firincipi analitici; e che il chiarissimo Flauti 
Geom. di Sito ec. §. 277] ha recentemente 
ottenuta con elegante analisi geometrica. 

§. 364 Per un punto dell'intersezione de' 
piani P , P' si concepiscano le rette R , R' , cioà 

x=ae-\-<*ì x~a,z-\~aì 

r = S* + |3) jr = 4,i+|S,J 

perpendicolari ai respettivi piani suddetti, e tali 
per conseguenza [357] che sia 

A = «C, B=£C; A,=a,C,,B,=à,C ; . 
Fatte le sostituzioni nella formola [16] del 
J. 349 , relativa adito, angolo equivalente 
[Geom.] a P*P' , si ha 
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e 0J .pV= AA, + BB,+CC, 

Se AA, _+ BB, + CC, = o . . . [IX] » piani 
s' ii] coni. caiio ad angolo retto e viceversa. 

Affinchè i due piani pree. ed un 3.* 
A..,x B^y C ,z -J- D , = o siea' ortogonali 
deesi avere 

AA+BB, + CC, = o 
\ AA„+BB /r r-CC A .= o. 

Qualora P' coincida con x Ay è D=o,z=», 
e perchè l'eq. residuile A^-HBj* =o dee veri- 
ficarsi qualunque sieno x,y, risulta A=o,B,=q, 



e cos. P*5- = 



Dunque \cos. P*i = , 



e però cos* P.jcJ— f-cw, 1 P- xs +caf.'P.J^ =i...(33) 

come [35oJ. Infatti, se per l'origine si con- 
duce un piano parallelo a P e poi una per-* 
pendicolare allo stesso piano P, i respettivi 

angoli P.^, P.7"s, P.J^ , coincidono con quelli 
che la perpendicolare fa con Az, Ay, Ax. 



Digitizedtoy Google 



a55 

Dunque [32o] S"(cos:fl-{-cos'6'-{-cos.'&") 
ossia S' = P: + P: + P; , vale a dire: 

Teor. Che il quadrato di una figura piana 
(cioè del n.° esprimente quante unità di mi- 
sura essa contiene) eguaglia la somma de' 
quadrati delle sue proiezioni su tre piani ret- 
tangoli fra dì loro. 

C 365. Mediante il criterio (IX) si deter- 
mina un piano Lx-^-My-^-Nz+i^ o che passi 
per due dati punti e sia perpendicolare ad un 
dato piano Ax-f-B^-j-Cz-hi =o, perchè si 
ha il sistema 

A'L+B'M+C'N^o, 
ed eliminando L,M si ottiene 
Tj- A'Cr.-rJ+B'fo-g,) 

Se il piano richiesto debba fere un angolo 
obbliquo assegnato con una data retta o con 
un piano dato, alla 3.* eq. fa d'uopo sosti- 
tuire l'eq. (27) in un caso, la (32) nell'altro, 
e l'eq. finale (di 2.° grado) dimostra che la 
solubilità del probi, dipende dall'idonea posi- 
zione de'punti per rapporto alla retta ed al 
piano . 

§, 366. Probi. Sono date due rette R , R' 
(3^2, 346) e vuoisi la grandezza e l'eq. della 
minima loro distanza i. Soluz. ne Facciasi coin- 
cidere R' con l'asse Az; per R, R' si concepi- 
scano due piani paralleli 
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e perchè *\=o,^ ( =^o s *,=o e C=q , la iierpen- 
dicolare dall'origine sul piano p, perpendicolare 
equivalente a S, sarà (56o) = ^ l ^ gi y si tratta 
eli determinare A e B. A tal effetto dalle R,p 



(inducasi 



Aa-l-Bi * 
© perchè R giace nel piano /> , si avrà 
A«4-B(3+i = o, Ao+BA=05 

... .gfi-&«. 

Trattandosi di una retta perpendicolare ad 
As , il sistema che ne costituisce la posizione 
dev'essere della forma { v=k 1 y — hx^ (i) 
L' eq/ della retta R , cioè 

x=az-^-a, y=bz-\-&, danno 

e queste , atteso l'incontro delle J, R , debbo- 
no coesistere col sistema (i). Gombmando le 
prime e poi le seconde de' sistemi (i), (2) St 
ottiene 
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1 I _ «fi— A» 

Quindi A(«A-A)+ft«=j3... (3): 

Ma per ipòt. R s' incontrano ad angolo 
retto , il che suppone [ 349 Crit." V. ] 

, 1 +, — h-\-2. .o—o: Dunque A= — -| ;eper- 

chè in forza dell' eq. (3) si ha A=-?^±^, 

fc richieste eq.' sono 



7W. //. 



1 
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Ai cinque teoremi proposti per esercizio nella 
pag. 202 giova aggiungere il seg. 

Teor. 6." di Cramer ( Acad. de Beri, 1762). 
Fra le figure che possono formarsi con linee 
rette assegnate , è massima quella che può in- 
scriversi nel circolo. 

Per la dimostrazione punto non è necessa- 
rio il Calcolo delle variazioni adoperato da La- 
grange ( Misceli, di Torino T. II. ) , non il Cal- 
colo Bifterenziale , non la difficile e lunghis- 
sima analisi geometrica del citato Matemati- 
co Svizzero: due semplicissimi lemmi, cioè: 

Lemma I. Fra i trigoni ov' è isoperimetra la 
somma di due lati A , B , quello è massimo 
in cui B=A ed A.B=-/.r. 

Lemma IL II sistema di quattro date rette 
AB,BC,CD,DE, i cui estremi sono mobili, 
comprende con la retta AE il massimo spa- 



. versi in un semicircolo : 
bastano per ottenefne una breve ed elegan- 
te dimostrazione . 

Veggasi la bella Memoria di Maiipertuis 
negli Atti dell' Acc. delle Se. di Parigi per 
l'an. 1729. 
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NUOVE GIUNTE AL TOMO I. 
. ' ■■ della Se. del Cale. 



P. 122 dopo Ialin. 7/ In generale se (-x)"'<=x' M 'i 
si ha i (-jrj* l ^rf*=-(f>v) , ™'.-ji-a:=jr™'t*j ina l'eq, 
(-a-)"*'s=^ir»»« è vera quando m^=i , =2 : dun- 
que (-a:)™ =x™ . ' 

P. 1 62 — 1 o. Per provare che — +- è <:i 
fole ipotesi più svantaggiose, cioè che x sìa 
il massimo n." di m— 1 cifre, a il minimo di 
, sto— 1 cifre. Supposto /re non>io osservo che 
[g<&~ («-,><*]• 4 =999... fm-03ooo -(">-»)•» « dedo " t 

** s= 999~( JW - 8 )8o oo- (wa)' r- ( am '^) c ^'- <T'ì- 

°» 999--* C" 1- 2)8000,.. (/re— 3)1 ; 
x» ^(3)re-3) Cf y: _ (3 m-S)cif. n / m „ } 
*>■ 3000 .. . y«-4) (*»-3tf/0 

Avvertasi chela .1.* cifra significativa > n — , 

non comparisce prima del rango //i.' ,ima ; che 
nella somma richiesta essa corrisponde al 1.* 

• zero dopo la cifra 8 nel valore di ~ , e si ve- 
drà che siccome l'addizione d' — non influisce 
nelle prime m—i cifre di —h , deesi avere 
+£ 3 <i . La dimostrazione è generale per- 
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chè le ultime m cifre in (999. -m)* , crnalun* 
que sia m., sono 000. ..(in— 1)1 , ed il rango 
m.™ della i.« cifra significativa in— i fa « 

passi a destra se il n. e delle cifre componen? 
ti (099. ..»»)* si accresce dincifrea sinistra; 
perciò corrisponde al i,"zero a sinistra , spet a 
tante al valore di i, . tt . , ,. 

, P. i57 dopo la lin. 3." Or siamo in gnado 
di far vedere a priori la ragione per cui a" — 1 . 

Sostituito allo zero il simbolo equivalente 
— trasformasi a" in : ma Va , se a in- 
tiero >■ j , manifestamente diminuisce a mi- 
sura che m cresce : si ha per es.° 

Vfi4^8 , V64=4 , "^64=2 , 834 ; V«4=2 . 399 i' 
\l 64=2,\ / 64=1 ,82; >l 64=^4' 64=1 ,68 ;\ / 64=a,i9i 

V 64= 1 1 09 ;ec ec. 

Non può supporsi che il valore di V « ab- 
bia per infimo limite un 11° > 1 , = 1 

(essendo I quantità finita) nè un n" <i,= _iL. , 

. . _ :'.!-. ■ 1 -„ Vi ;> . • 

perchè dalla iA ipot. ne provÌene<7=*>(t23 n.° 6.») 
dalla 2.* «<i ; dunque ec. : 

Lo stesso, ragionamento adattasi al caso che 

'1 

a sia < 1 ,— — ovvero un n.' frazionario — * 

i+f . * 
poiché risulta --- 
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t>, 191— 5 t Apparisce adesso che «ilo degli 
elementi a,'r,s , non determina insieme con 
n , f , alcuna delle tre forinole addotte. 

Cangiando' r in r, nella 3.* sì ha lo sfMS ? 
valore aer-s, purché si determini il interini- 
ne a della nuova progressione mediante l'eq. 

.1. che dà -0 = tf'ffi ■ - 

Così nell'ipot. di r, = * trovasi e U 

progressióne ^ . _ ( ., , ,, , ,; ( 

i-F ^ ec ') equivale atf 1 $f i-»- 

Un' infinita progressione seometviea può 
dunque .trasformarsi in un'altra equivalente, 
ed n'u.* delle maniere è infinito. 

Correz." per la pàg. 46 lin.12 

; i . «(«-') 
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P. 79— 8... Estenda il radicale, al denomina- 
tore. '.. " ' a 
80 — 3 di fondo. Cangi — (3 in-]- (3 nel nu- 
meratore d 



mei — 13 in 4- (3 nel 1 
8 della forinola (u) . 

-6 di fondo =— = — — 



122 — g di fondo sul fine 

(A-C-J-...(A-C)-] 

12A-6 ÒL..S —,S 

* ivi ' 

j36— 2 di fondo ( 201 for. (3) (244 fot- (3 ) 
i55 dopo la lin. 4-* ponga è ■■ 

,8,-2 di fondo &. 

1 90 — 1 4 un arco la corda di un arco, 

257 — 1& il temi .-■ • ■ il teor. (20) ■ 

240-5 ai fo D .^.^....*=— ^- 
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GIUSTA ALL'. ERRATA. 



•c=S)= 



i32— 16. .. Essendo {F." 28) cg parallela, 
ce,òG, perpendicolare a D, si ha 

tG=bg igG=bj! ldÉ=Bsen(c'+ d')l Cstn d', 
D— CcosA'— Bùos(c' W ' > , e 
C«n.<f4flien.(c'-nO 
" D— Cem.d'— Bcos.(Jid') ' 

i56 . . . Il saggio sulla Poliedrom." dovea 
succedere alla Geom.» di situazione, 
ed è stato trasposto per equivoco. 

i$9-u\t [6] ["] 

l6o ~ 2 [«0 

-4 [16] [>3] 

208-14.... (F-*f>9) (F."62) 

— 16.... B^EF CDEF' 
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